R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 1 28.11.2010

Vektoren im kartesischen Koordinatensystem

Rechengesetze fiir Vektoren in Koordinatendarstellung

Addition und Subtraktion von Vektoren:

Vektoren werden addiert, bzw. subtrahiert, indem man die einander entsprechenden
Komponenten addiert bzw. subtrahiert.

a, b,

a=a,e,+a,e,+aze;=\a,|,b=be, +b,e,+bse; =|b,

as b,
a,th;
at b=(a,*b,)e,+(a,+b,)e, +(az+bs)e; =|aztb,
a; th,
Beispiel:
Gegeben sind die drei Vektoren:
2 -5 3
a=|-1/, b=|0]|, c=|-2| BerechnenSie den Vektor: d=a—-b+c
3 1 -5

2) (-5) (3 2+543)/ (10
—| 0 |+]-2|=|-120—~2|=| L3
3) (1) |-5) |(821-5 )/(-3

ol
Il
|
-

Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar:

Bei der Multiplikation eines'Vektors mit einem Skalar, werden alle Komponenten des
Vektors mit dem Skalar multipliziert:

a

a=a,e,+a,e,+aze; =|a,

as
a,| (u-a,
= ua=uae, +ua,e,+uae,=u-|a, |=|u-a,
a,| |u-a,

Erstellt von R. Brinkmann p50_vektor_07.doc 25.11.2010 23:57 Seite 1 von 8



R. Brinkmann http://brinkmann-du.de Seite 2 28.11.2010

Beispiel:
Gegeben sind die drei Vektoren:
3 4 -1
a=|-2|, b=|-1|, c =| 2 | Berechnen Sie den Vektor: d = 3a—2b + 4c
1 3 4
3 4 -1 9 8 -4 9-8-4 -3
d=3-|2|-2:|-1|+4-| 2 |=|6|-|-2|+| 8 |=| 6+2+8 |=|16
1 3 4 3 6 16 3-6+16 13
Beispiel:

Der Abstand zweier Punkte P; und P, im dreidimensionalen Raum soll bestimmt
werden.
Die Ortsvektoren zuden Punkten sind:

X11
by P Pl(xll | X3z | X13) ==X
3 2
X13
., 3 X1
2 P P, (X21 | X | Xzs) = I =| Xy
1
- X23
M Der Vetbindungsvektor der
x2= beiden Punkte sei s

Xo1—Xq1
NeS=nL|-r<ss=rn—n=|X,—X,
X3 = Xq3
Der Betrag des Verbindungsvektors beider Punkte entspricht inrem Abstand
voneinander im dreidimensionalen Raum.

nd 2 2 2 s
Wegen ‘a‘ =a=,/a; +a;+aj; gilt:

g 2 2 2 p——

‘S‘ =S= \/(X21_X11) +(Xg0 =%43)" +(Xo3 = Xy3)” =PP,

Bemerkung: Bei der’Indizierung der Koordinaten x; steht der erste Index fiir den
punkt P; und der zweite Index fur die Koordinatenachse.

Das Skalarprodukt:

Gegeben seien die beiden Vektoren
al bl
a-ae,+a,e,+aze,=|a,|und b=be,+bh,e,+b,e, =|b,
as b,
Diese werden zunachst formal miteinander multipliziert:
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a-b= (ale +a,e,+a,e ) (blgl+b2?2+b3§3)
—a,b,e,-e,+ab,e,-e,+ab.e, e,
+a2b1e‘;~é;+a2b2§;~§;+a2b3§;§;
+agb.e;-e +ash,e;-e,+ashse; e,

Beachtet man, dass fur zwei senkrecht aufeinanderstehender Vektoren das

Skalarprodukt Null und das Quadrat eines Einheitsvektors 1 ist, vereinfacht sich
obenstehender Ausdruck sehr.

e e, ‘ H cos(el,ez) 1-1-cos(90°):1~1~0:0daejJ.éE

= e1 ez_e2 el_O e -e;=e;-¢,=0 e,-e;=€5;-€,=0

e, e %ei‘-‘ej‘-cos(ei,ei) =1-1-cos(0°) =1-1-1=1da €, parallel zu e,

Damit wird:

a-b=ab,+a,b,+a;h,

Die Skalarmultiplikation lasst sich auch mit Spaltenvektoren durchfihren:
al bl
a=|a,|=(a, |a, |a3)T und b'=|b,

a, bs
b,
- = T
a-b=(a,|a,|a;)"|b,{=asb+asb, +a;b,
b3
Beispiel:
Welchen Winkel schlieRen beide . . ., . L. - a-b
Vektoren miteinander ein? a-b= ‘a‘ ‘b‘ ’ cos(a,b) < cos(a,b) = ‘5‘ . ‘5‘
3 4 4
a=|-2|, b=l ab=(3|-2|1) | -1|=12+2+3=17
1 3 3

|a|=\aa=a+ai+al =\O+4+1=114~3742
[b|=bb =\/bf+b§+b2 =16 +1+9 =+/26 ~ 5,099

cos(a) = cos(a,b) = ~0,891= o ~ 26,996’

T
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Das vektorielle Produkt:

Ahnlich wie beim skalaren Produkt wird zuerst formal multipliziert.

Danach wird vereinfacht. Dazu sollte man sich die Regeln fiir das Kreuzprodukt noch
mal ansehen.

Es qgilt:

axb steht senkrecht auf a und b und axb = —(Bxé)
a,b und axb bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

‘5x5‘:‘5‘-‘5‘-sin(5,5) wobei 03{(5,5)311:.

Fur die Basisvektoren des kartesichen Koordinatensystems gilt insbesondere:
ey xey|=ey| ey sin(e, &) = 1-1-sin(0°) =1.1.0=0

=|e;xe;=0  e,xe,=0 e;xe;=0

ey xe,| =|ey|-|e,|-sin(e;.e,) :1-1-sin(900) =1d-1=1

— e, xe, =e, dae, L e, und e, ist und den Betrag 1 hat.
Es gelten folgende Zusammenhange:

e,xe, =€, e,xe; =@, €,xe, =8,

€, xe =—-€; €e; xe, =—-€ e, xeqs =-6,

Formale Multiplikation:
axb= (a1€+a2;2+ aget,)x(blej+ b,e,+ b3€)

= albl(é—ixa)+albz(ézxgg)+alb3(e—ixé;)
+a2b1(;2x€1)+azbz(gxg)+a2b3(;Zx;g)
+a3b1(;3xgl)+a3b2(axe—z)+a3b3(e—axe—a)
-0+a,b,e,-ab,e,-ash,e;+0+a,b,e +ab,e,—a,b,e, +0

= (azbs _asbz)e—l+(a3b1—a1b3>e—2+(alb2 _a2b1>g

Der Aufbau der Formel lasst sich als dreireihige Determinante darstellen.

Diese kann nach der Regel von Sarrus berechnet werden so dass sie die
Berechnungsformel liefert.

Um die Regel von Sarrus anzuwenden, werden zunachst die erste und die zweite
Spalte noch einmal hinter die Determinante geschrieben. Anschliel3end werden alle
diagonalen Verbindungen dreier Elemente gebildet und zwar 3 mal von links oben
nach rechts unten, sowie 3 mal von links unten nach rechts oben. Die Produkte
dieser jeweils drei Faktoren werden gebildet. Die so entstandenen Produkte werden
Zu einer Summe zusammengefasst und zwar derart, dass die Produkte von links
oben nach rechts unten positiv und die von links unten nach rechts oben negativ
zahlen.
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/
e, € & / ><
axb=|a, a, a;|= A
b, b, b, 2 1\
+ + +

= eﬁlaz bs +;2a3 b1+es a,b,-b,a,e; —b2a3§l—b3 ale—z
=(a,b;—azb,)e, +(a;b,—a,by)e, +(azbh, —a, b, )e;

Beispiel:
Gegeben sind die Vektoren Das vektorielle. Produkt aus beiden

3 4 Vektoren soll'gebildet werden.
z e Das Ergebnis ist'mit einer geeigneten
a=|-21, b=|-1 . »

Rechnung zu dberprufen:
1 3
&, & e le &

axb=| 3 -2 1| 3 -2=-6e,+4e,-3e, —(-8e, ~1e,+e,)

3
4 -1 3|4 -1
:—6e~1+4e—2>—3e:+88_3>+1eﬁ1—9eﬁ2
-5
= 5e,-5€, +56; =| =5
5

Die Probe kann mit dem ‘skalaren Produkt durchgefiihrt werden.

Das Kreuzprodukt beider Vektoren istein Vektor, der senkrecht zu der Ebene liegt,
die von den beiden-Vektoren aufgespannt wird. Demzufolge muss das skalare
Produkt des Ergebnisvektors mit beiden Vektoren den Wert Null ergeben.

3
(axb)-a=(-5]-55) | <2'|=-15+10+5=0
1
4
(axb)-b=(-5|-5]5)" | -1|=-20+5+15=0
3
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Beispiel:

Die Eckpunkte A, B und C eines Dreiecks haben die Koordinaten A(2 | -4 | 4);
B(O|3]2)undC(-4|-4]|6).

Der Flacheninhalt des Dreiecks ist zu berechnen. Das Ergebnis ist mit den Formeln
der ebenen Trigonometrie zu Uberprifen.

Voruberlegung:

Eine Zeichnung soll die geometrische Darstellung zeigen.

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist ein Vektor, der senkrecht zu der Ebene
verlauft, die von den beiden Vektoren aufgespannt wird und dessen Betrag dem
Flacheninhalt des Parallelogramms entspricht, das sich aus den beiden Vektoren
bilden lasst. Die Diagonalen des Parallelogramms teilen dieses in jeweils zwei
deckungsgleiche Dreiecke auf. Damit ist die Dreiecksflache die Halfte des Betrages
vom Kreuzprodukt.

C(41-418) A~ dy A
Sy D
/
. /
b . /
e (N8 y
/
/
/
A(2]-4]4) ; y
c B(O|3]2)
7 [
B
X2=
X1
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Die Ortsvektoren und die Vektoren der Dreiecksseiten werden ermittelt:

2 0 -4
| 4 5|3 -] -4
4 2 6

_— —

C: Ig+C=r,ocCc=r,—-r=|-4|-(3|=|~4-3|=|-7

Die Flache des eingezeichneten Parallelogramms erhélt man tUber das Kreuzprodukt:
e, € e | e e
axc=|-4 -7 4|-4 —7=-14e/+8¢;+28e; —(~14e, - 28e,-8e, )
2 -7 2| 2 -1
= _14e, +8e, +28e, +14e, + 28e, + 8e,
14
—~14e, +16e, + 42e, = | 16
42

‘éxé‘ =142 4162 £422 /= 2216 ~47,074

axc| /3718
Dreiecksflache: A = ‘ > ‘ = 2216 ~ 23,537

Ergebniskontrolle:

A=STe mitc=[c| unda=[g|
. h, wird mit dem Sinus des Winkels 3 berechnet.
cos(B) = BLALTNEN B =acos 2t
al-f| alle
A sin(B):rl—°<:>hC:‘é‘.sin(ﬁ):Az | 2 sin(p)
4 ?
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|a| =V16+49+16 = B1=9  |c|=4+49+4 =57

2
a-c=(-4|-7]4) | -7|=-8+49+8=49
2
49 49 0
cos(B) = ~ 0,712 = B =acos ~ 43,852
P)=5 7= B [gﬁ]

sin(p) = sin(acos(g ‘%D ~0,693

\/5_7 9. sin(acos [gét/gﬁjj
5 ' ~ 23,537

Die Probe bestatigt die erste Rechnung.

= A=

Zusammenfassung.

28.11.2010

Addition

und
Subtraktion
von Vektoren:

a,tb,;

a+ Bz(alibl)a+(azib2)e2+(a3J_rbs)e—s: a,xb,

a; b,

T a u-a
Multiplikation _ et . ¢ ! !
eines Vektors u-a=ua,e, +ua,e, tuaze; =u-la, |=|u-a,
mit einem Skalar a, u-a,
bl
~— T
ab=(a, |a, |a;) :|b, |=a,-b;+a,-b, +a, b,
Das Skalarprodukt b,
Weiterhin gilt: a-b :‘5‘- 5‘-005(5,5) und a:‘é‘ =va-a
e, € €| |e e e e &
5 axb=|a, a, a,|=|a, a, a,|a, a,
as
vektorielle b, b, by b, b, bs|b, b,
Produkt =(a,b;—azb,)e; +(a;b,—a,b;)e, +(a;b, —a, b, )e,
Weiterhin gilt: ‘5x6‘ = ‘5‘ ‘B‘ -sin(é,f))
Erstellt von R. Brinkmann p50_vektor_07.doc 25.11.2010 23:57 Seite 8 von 8




