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Achsenschnittpunkte ganzrationaler Funktionen
Schnittpunkt mit der y — Achse P, (0|y): Bedingung: y, = f(0)

Beispiel:
f(x)=3x*-2x*-3=1f(0)=3-0"-2.0°-3=0-0-3=-3
= P, (0]-3) oder P, (0]f(0))

Die y — Koordinate von Py ist immer identisch mit dem Koeffizienten a.
Sie lasst sich stets aus der Funktionsgleichung ablesen.

Schnittpunkt mit der x — Achse P, (x4 |0) Nullstelle : . Bedingung: f(x)=0

Von den quadratischen Funktionen (ganzrationale Funktionen 2. Grades) ist bekannt,
dass sie zwei, eine oder keine Nullstelle haben kénnen.
Wie ist das nun bei ganzrationalen Funktionen h6heren Grades?
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Beispiele:
6
f(x) L
2/3 4
-5
-3 X 4

f(x):xs—x2—5x+2

hat 3 Nullstellen

f(X)

-6 X 1

f(x) = -0,2x* —2x345%% —0,2x + 2
hat 4 Nullstellen
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10

f(X)

f(x):x3—x2—5x+7

hat eine Nullstelle

f(X)

-10

-6 X 1

f(x)=-0,2x* - 2x> -5x* - 0,2x - 2
hat keine Nullstelle

Eine ganzrationale Funktion n ten Grades hat hochstens n Nullstellen.
Ist der Grad n ungerade, so hat sie mindestens eine Nullstelle.
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Verfahren zur Berechnung von Nullstellen ganzrationaler Funktionen.

Faktorisierungsverfahren:

Beispiel:

f(x) = 2x° —2x% — 4x = 0 der Faktor x kann ausgeklammert werden
= x(2x2 —2X— 4) =0 = X, = 0 und der Klammerausdruck ist Null

= 2x? —2x -4 =0 ist eine quadratische Gleichung

2x? -2Xx—-4=0[:2 = x*-x-2=0
2

p-tig-250-(2f q-tio 1.8 9 5 08
2 4 4 4 4 4. 2
p XZ_%+%:g:2
X, =——+D
23— 9 1 3 2
X3=———=——=—1
2 2 2

Die Nullstellen:

X, =0;%X,=2;%X53=-1

Schnittpunkte mit der x — Achse :

P (010);P,,(210);Ps(-1]0)

Die Funktionsgleichung:

f(x)= 2x(x+1)(x-2) < H(x)=2x° =2x*=4x

Produkt aus Linearfaktoren
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Substitutionsverfahren:

Beispiel:
f(x)=x*-13x*+36 =0 biquadratische Gleichung

Substitution: x> = z
= f(z)=2°-13z2+36=0 p=-13 =36

2 2
D:(E) _q:(Ej —36:@—&=§:>\/5= 2.5

2 2 4 4 4 4 2
0 zlz%+g:9
2, =--+-D
Ve , 185 ,
=2
2 2

Substitution rickgéangig machen:

X2=Zl=9|f x2=22=4|f
= =8 =4
=X=3 X,=-3 Xy =2 . Xy=-2

Schnittpunkte mit der x — Achse :

le(3 I O) ; I:)x2 (_3 | O) ; Px3 (2 | O) ) I:)x4 (_2 | O)

Die Funktionsgleichung:
f(x)=(x-3)(x+3)(x-2)(x+2) <f(x)=x"=13x* +36

Produkt aus Linearfaktoren
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Polynomdivision:

Ist eine Nullstelle einer ganzrationalen Funktion (Polynom) bekannt, dann kann der
Grad des Polynoms durch Polynomdivision um eins verringert werden.

Wenn das auf eine quadratische Gleichung flihrt, ist es ein leichtes, die weiteren
Nullstellen zu finden.

Folgendes Beispiel soll das Verfahren der Polynomdivision verdeutlichen.

Sind z. B. die Nullstellen einer ganzrationalen Funktion 3. Grades bekannt,
so kann man die Funktionsgleichung als Produkt von Linearfaktoren schreiben:
f(x)=a(x—xy)(x—x,)(x—x3) wobei x, ; X, ; X5 die Nullstellen sind.

Wir betrachten nun konkret die Funktion
f(x)=x>—x*-5x+6 wobei x, = 2 eine Nullstelle ist, denn

f(2)=2°-2°-5.2+6=8-4-10+6=0

Damit kdnnen wir nun die Funktionsgleichung unter Berlicksichtigung der
Nullstelle x, = 2 wie folgt schreiben:

Ansatz fir die Nullstellenbestimmung:
f(x):0<:>x3—x2—5x+6:( .......... )(x<2)=0

Wir betrachten den Ausdruck.x® — x>~ 5x + 6/= -\ )(x-2)
Zu bestimmen ist der Klammerausdruck ( .......... )
Dazu dividieren wir beide Seiten der.Gleichung durch (x—2)

(x3—x2—5x+6):(x—2)=( .......... )
So erhalten wir den Klammerausdruck (......... )
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Die Division erfolgt nach den bekannten Regeln der schriftlichen Division
(x3 —x2—5x+6):(x—2) =x?+x-3

—(x3 —2x2)

X — 56X
—(x2 —2x)
-3X+6
—(-3x+6)
Der Klammerausdruck (.......... ) hat nun die Form X% +X—-3
= Ansatz fur die Nullstellenbestimmung:
f(x)=0e x> =%x*—5X+6 = (.....c.... )(x—2):(x2+x—3)(x—2)=0

Es ist also die quadratische Gleichung x* + x —3< 0 z(rl6sen.
Das geschieht mit der p—q—Formel:

R s

X2 =752
Xp3 ===+ D

N | T

Die Nullstellen:

: 1 13 . 1 /13
x1:2,x2:—5+ Z,xgz—z— T

Schnittpunkte mit der X =Achse"

1 f13 1 13
le(z | O) ; F)x2 [_E'i_ T | 0} ; Px3 (_E_ T | Oj

Die Funktionsgleichung:

f(x):(x—Z)(x+%—\/§]£x+%+EJ@f(x):XS—x2—5x+6
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Horner- Schema:

Statt Uber die Polynomdivision kann der Grad einer ganzrationalen Funktion auch
durch Anwendung des Horner- Schemas verringert werden.
Wir betrachten wieder die Funktion:

f(x) = x> —x*-5x+ 6 wobei x, = 2 eine Nullstelle ist.

3

Horner- Schema fiir f(x) = x* —x* —5x + 6 mit x, = 2

Ziel ist das Ausklammern des Faktors (x—2) Die drei Zahlen in der 3. Zeile
sind die Koeffizienten fur das
1 -1 -5 6 Divisionsergebnis auch Restpolynom
x=2 4 2 2 -6 genannt. Damit gilt fur f(x):
11 30 f(x) ="(x+2) (1-x2+1-x—3)
Linearfaktor — Restpolynom

Fir die Berechnung weiterer Nullstellen von f (X) sind die. Nullstellen des
Restpolynoms zu bestimmen. Das geschieht durch Losung der entsprechenden
guadratischen Gleichung. Ergebnis siehe Beispiel mit.Polynomdivision.

Beispiel:

f(x)= %x?’ +x? —x — 4 wobei x, = —2'eing Nullstelle;ist.

11 4 _alre stpolynom : EN N
4 27552
1 1 1
x=-2 1 —-= -1.4 |f(x)=(x+£2)| =x*+=x-2
11 _2 /0 |L6sung der quadratischen Gleichung:
2
1x2+£x—2:0<:>x2 =2 und X, = -4
4 2
Beispiel:
f(x)=-x>+7x-6=-x*+0¢x*+7x-6 =wobei x, =1eine Nullstelle ist.
-1 0 7 -6 Restpolynom: —1-x? —1-x + 6
x=1 ¥ -1 -1 6 f(x)=(x—1)(—x2—x+6)
-1 -1 6 O

Ldsung der quadratischen Gleichung:

x> -X+6=0< X, =2 und X; = -3

Wie die Beispiele zeigen, ist die Bestimmung des Restpolynoms mit dem
Horner- Schema einfacher als mit der Polynomdivision.
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Alle oben gezeigten Verfahren fihren auf die Losung einer quadratischen Gleichung.
Falls dieses nicht gelingt, so werden numerische Verfahren bendtigt, die an dieser
Stelle nicht behandelt werden.

Training GRF_03:
Polynomdivision.

Fuhren Sie fur folgende Terme die Polynomdivision durch.

1.) (x3+2x2—5x—6):(x+3) 2) (2x3—14x—12):(x+2)

3.)|(3x° -15x* -51x+63): (x +3) a) |[1x-3y2 2x+6j:(x—2)

5. x3+1?1x2+5x—4]:(x+4) 6. x3+5x2_1_1x—3]:(x+%)
3 5 2 23 3 . 1 3 5 2 47 ] 1
252 92 x—= 22 2y g =

o 2 B A o (R i)

9) x3—1x+%]:[x—%j 10)) x3—1x+%]:(x+%j

Training GRF_04:
Nullstellen ganzrationaler Funktionen.

Berechnen Sie mit einem lhnen geeignetem Verfahren die Nullstellen folgender
ganzrationaler Funktionen. Bestimmen Sie die Schnittpunkte des Graphen mit
der x — Achse und stellen Sie die Funktionsgleichung als Produkt aus
Linearfaktoren dar.

1.) f(x)=%x4—%x2+18 2) [ f(x)=x>-4x* +x+6

3) f(x):%xz—%x—l 4) f(x):—%x4+§x2 216

5.) f(x):—1x3—1x2+l—lx+3 6.) f(x):—§x3—§x2+gx
4 4 4 2 4

7| f(x)=3x*-3 8.) f(x):%x3+%x2+§x—2

9.)| f(x)=2x*-4x-16 10.) | f(x) = 2x° + 4x* - 26x + 20
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