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Quadratische Gleichungen

Reinguadratische Gleichung

Losen Sie die Gleichung x? = 25
Durch probieren erhalt man die Losung: x, =5 oder x, = -5

Denn (xl)2 = 52 = 25 oder (x2)2 = (—5)2 =25

Die gleiche Losung erhalt man durch Aquivalenzumformung:
x? =25|+ auf beiden Seiten die Wurzel ziehen

o2 =25

< x| =5 Betrag auflésen

Fall 1: x>0=|x]|=x=5=x,=5

Fall 22 x<0=|x|=-x=5<x=-5=X, =-5

Erlauterungen zum Betrag

Jemand gewinnt 120 €, wir sagen auch er gewinnt-einen Geldbetrag von 120 €.
Jemand bekommt einen Strafzettel .uber 120 €, wir sagen auch er hat einen
Geldbetrag von 120 € zu zahlen.

Finanztechnisch bedeutet der Gewinn ein.Plus'und die Strafe ein Minus.

Also: Gewinn +120 € Strafzettel -120 €
In beiden Fallen handelt es sich um 120 €.

Der Betrag einer reellen Zahl ergibt sich; wenn das Vorzeichen auf + gewandelt wird.

Beispiele:
4] = 4 512|=5,12 NEIENG] ==

-4/ =4 |5,12| = 5,12 3|=+3 || =
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Nicht ganz so einfach ist es, wenn wir den Betrag einer Variablen x bestimmen
wollen.

| X | = x gilt leider nicht fur alle reellen Zahlen.
Zum Beispiel:

x=5 =|x|=xdenn |5 = 5istwahr

X = -5 = |x| = x denn |-5| = -5 ist falsch
5

Die Vermutung |x| = x ist also nur richtig, wenn x > 0 ist.
Fir x < 0 ist sie falsch.
Wir missen bei der Betragsbestimmung von Variablen. ‘alsozwei Félle unterscheiden:

X falls x>0 (Fall 1)
—X falls x <0 (Fall 2)

Beispiel: x=5 dax >0 istgilt |x| =" x.denn5| =5
x=-5 dax<O0istgilt |x}=-x denn |-5|=—~(-5)=5

Der Betrag einer reellen Zahl ist immer positiv.
Der Betrag gibt die Grol3e einer Zahl an, ohne dabei auf das Vorzeichen zu achten.

Losungsvariante |

Gleichungen der Form |ax? =b| oder |ax® +c = 0] heiRen reinquadratische Gleichungen.
Sie werden nach entsprechenden Umformungen durch radizieren (wurzelziehen) gel6st.

Beispiel:
2x2-8 = 0 |+8
2 .
& 2 =8 |2 Fall 1: x> 0:|x|=x=2= x, =2
o x? = 4 | -
Fall 2:x<0:|X=—Xx=2ox=-2= X, =-2

o ? - i

< X = 2
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Beispiel:

1.

EX = 9 | . 2

) Fall 1: x> 0:|x| = x = /18 = x, = /18

o x2 =18 |V a "
o I = 18 | Fall 2: x <0:]X = —x =18 & x = —/18 = x, = /18
e ¥ = J18

Losungsvariante |l

Losen Sie die Gleichung x? + 2x = 0
Durch probieren erhalt man die Lésung: x, = 0 oder x, = -2

Denn x2 +2x, =0 < 02 +2.0 = 0 oder x3 + 2x, = 0 & (-2)? + 2-(=2) = 4 24= 0

Die gleiche Losung erhalt man durch ausklammern:
x> +2x=0 < x(x+2)=0

%f_/
Produkt
Es gibt 2 Moglichkeiten, damit das Produkt Null wird:

Fall1: x=0=0-(0+2)=0-2=0=%,=0

Fall 2: (x+2)=0= x-0=0 dasbedeutet: (x+2)=0&>Xx=-2= X, =2

Satz vom Nullprodukt:
Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens ein Faktor Null ist.

2

Eine quadratische Gleichung der Form |ax? + bx = 0| oder |ax? = cx| lasst sich

immer durch ausklammern derVariablen x [6sen.

Beispiel:
3x*+2x = 0. |xausklammern
=S x(3x+2) =0 |Nullprodukt
Fall 1. x = 0 =x=0
Fall 2: 3x+2 = 0« |-2
& 3x = =2 |:3
= X _ .2 = X, = _2
3 3
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Beispiel:
2 5 3 3
—X = —X |-—=x
3 4 4
o 223y _ o | x ausklammern 9
3 4 Probe: mit X=—
2 3 8
o X|=x——| = 0 | Nullprodukt > 3
3 4 Zx? - Zx
Fall 1: x =0 =x=0 3 4
2
) s 3 o 2[(of _ 309
Fall 2 §X__ =0 |+Z 3 \8 4 8
L2, ETE o 289 39
: ¢ a0
9 9 & 'd = fll
= X = — = X, = —
3 2773 32 32

Allgemeine Form der quadratischen Gleichung

Die allgemeine Form der quadratischen Gleichung lautet: ax® +bx+c =0

Beispiele: 2x2 -3x+4=0; —-x?+x-5=0; %x2+%x—8:0

Fur praktische Berechnungen empfiehlt es sich, diese Darstellung zu vereinfachen.
Dazu dividieren wir beide Seiten der Gleichung durch a und erhalten die
Normalform der quadratischen Gleichung.

2

ax® bx ¢ O b” (€
x . c_ Y X% 4 —x4=—=0 < x%+px+0q=0 (Normalform)

a a a a aa

o/ 4
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Losungsverfahren mit Hilfe der quadratischen Ergénzung

Beispiel:
2x% —16x — 40 = 0 |:2 aufdie Normalform bringen
& x2 —8x—20 = 0 | quadratische Erganzung durchfiihren
= X2 —8x+4? —4°-20 = 0 |+4%+20
2. binomische Formel
o (x-4) - 36 |V
= x -4 = 6
Fall1: (x-4)>0=x-4 = 6 |+4
= X = 10 =x,=10
Fall2: (x-4)<0=—(x-4) =6 |-(-
S X—4 = -6 |+4
< X = -2 = Xy=-2

Jede quadratische Gleichung lasst sich mit der Methode der quadratischen
Erganzung lésen.

Bemerkung zur Erganzung der Quadrates:

Der Koeffizient von x wird halbiert, guadriert, addiert und wieder subtrahiert.
Unter Verwendung der 1. oder 2. binomischen-Formel wird dann das Quadrat
gebildet.
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Die p — q — Formel.

Wendet man auf die Normalform der quadratischen Gleichung das Verfahren der
quadratischen Erganzung an, so gelangt man zu der sogenannten p — q — Formel,
mit der sich quadratische Gleichungen noch einfacher I6sen lassen.

x> +px+q=0
o x2+px +9=0
P (pY
2
< X+pX+|—| —-|=| +q=0
P (ZJ [zj |

|
1. binomische Formel

2 2

= X+Ej —(E] +q=0

pY (p)
]

p 2

g

p p)

Pi_[[B) _ der —
= X1+2j (Zj q oaqer (

843
2 2
p), [(pY ) )
=-| = —| —q oder ‘X, === |=| =
°h (2j+ (2j | *T (zj (zj
i : : p IO
Oder in Kurzform geschrieben: x;,, =~ E 5 —q

2
Dabei hat der Radikand [gj — g besondere Bedeutung.

Er heil3t Diskriminante D
Damit lasst sich die Losungsformel in abgekurzter Weise schreiben.

—(%)+\/5 oder Xy :—(B)—\/B

2
IstD>0=L={x,;X,}  Zwei Lésungselemente

IstD=0=L ={x} Ein Losungselement (Doppellésung)
IstD<0=L={} Kein Losungselement

Bei der Losung einer quadratischen Gleichung sollte man zuerst die Diskriminante
bestimmen, um Auskunft Gber die Anzahl der Lésungen zu bekommen.
Manchmal erspart man sich dadurch Rechenarbeit.
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Beispiel:
x> +6x+10=0=p=6 =10

2
D :(Bj —q=3%-10=9-10 = 1= keine L6sung

2
Beispiel:
2 _ .
3x“-5x+2 = 0 |:3 :p__Elq_ng (Ejz_q
o 2 2x+2 — 0 3’ 3 5
3 3
2
aIsoD:(—E} _Ezé_gzé_ﬁ:i:\/ﬁ: 1.1
6/ 3 36 312 36 36 36 366
5 1 6
5 1|7 67676 1
p _2 1 =
X1/2——Ei\/5—6i6 . _E_lzﬂ:g
"6 6 6.3

Nullstellen von quadratischen Funktionen:

Um die Nullstellen einer quadratischen Funktion zu bestimmen, ist stets eine
quadratische Gleichung zu l6sen.

Hat diese zwei Losungselemente, so schneidet der-Graph der quadratischen
Funktion die x — Achse an zwei Stellen.

Hat sie nur eine Losung, so beruhrt der Graph die x — Achse an einer Stelle

(mit ihrem Scheitelpunkt).

Ist kein Losungselement vorhanden, so verlauft der Graph oberhalb oder unterhalb
der x — Achse, es gibt keinen Schnittpunkt.

Losungskontrolle:

Wie bei jeder Gleichung kann die-Losung dadurch kontrolliert werden, dass man die
Losungselemente in.die Ursprungsgleichung einsetzt, also die Probe macht.

Bei quadratischen:Gleichungen geht es jedoch auch einfacher,

mit dem Wurzelsatz von Vieta:

Hat die quadratische Gleichung x? +px +q = 0 zwei Losungen, dann gilt:
X =X, =p und Xu-X, =qQ

Durch einfaches einsetzen in die Normalform der quadratischen Gleichung kann man
das beweisen:
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Addiere x, und x, Multipliziere x; und x,
2 2 2 2
2
<:>x1+x2_—B+\/5—E—\/5 S Xy Xy = PP P b-D
2 2 2 2 2
& Xy + Xy __PP__ 0
2 2 D 2 0 2
SP=—X—X, ©X1'X2=(—Ej - (E] Q}
0 ¢ (pY
S XXy === | —| =+
1 %2 [ 2j 2) q
=X X =0
Beispiel:
Behauptung:
Die quadratische Gleichung x? + x—6 = 0 hat die Léstingen X; =2und x, =-3
p=1lundq=-6
Probe:

X=X =-2-(-3)=1=p
X, X, =2-(-3)=-6=

Es lassen sich umgekehrt mit dem Satz von Vieta auch quadratische Gleichungen
konstruieren, die ganz bestimmte Losungen haben.

I?/\(/ailzIorlr?llj.ss eine quadratische Gleichung aussehen, deren Lésungsmenge
L={-2;1} ist?

p=-x-X,=—(-2)-1=1

0=X, X, =(-2)-1==2

= x%+x—2=0ist die dazugehorige quadratische Gleichung
Bemerkung:

Dies ist nur eine quadratische Gleichung mit dieser Lésungsmenge.

Alle Vielfache davon haben die selbe Losungsmenge.
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Linearfaktoren.

Es gibt noch eine Méglichkeit quadratische Gleichungen zu konstruieren.

SollL = {xl | x2} die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung sein,
so gilt: (x—X;)-(x—X,) =0 (Produkt)

—

Faktor 1  Faktor 2
Das ist die Linearform einer quadratischen Gleichung.

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens einer der beiden
Faktoren Null ist.

Faktor 1ist Null: = (x—x;)=0< x =X,

Faktor 2 ist Null: = (x-X,)=0< x=X,

Beispiel: x, = 3 oder x, = -2 sollen Losungen einer.quadratischen Gleichung sein.
Linearform: (x-3)-(x+2)=0

quadr. Gl.: x> =x -6 =0

p=-1 q=—6=D=(-0,5)°+6=6,25

X, =0,5+/6,25 =3 oder X, =0,5=+/6,25% -2

Zusammenfassung:

Typl: |ax®+c=0

Umformung zu'x* = D und Ldsung durch wurzelziehen

Typ II: |ax®+bx =0

Ldsung durch ausklammern-der Variablen x
x(ax+b)=0 und den Satz vom Nullprodukt anwenden

Typ IIl: |ax® + bx4+c =0

Gleichung auf die Normalform bringen

x% +px +q =0 und mit der p—q—Formel lsen

2
X1/ :—%i\/ﬁ mit D = (%j -q

fir D > 0 gibt es 2 Losungen L = {xy ; X, }
fiir D = 0 gibt es eine doppelte Lésung X, = X, = L = {Xy/, }

fir D <0 gibt es keine Lésung L ={ } =&
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Wurzelsatz von Vieta:

Wourzelsatz von Vieta

Hat die quadratische Gleichung x? + px + q = 0 zwei Lésungen, dann gilt:
—X; =X, =p und X;-X,=(

Linearform einer quadratischen Gleichung
SollL = {x1 | x2} die Losungsmenge einer quadratischen Gleichung sein,
so gilt: (x—X;)-(x—Xx,)=0 (Produkt)

_
Faktor 1  Faktor 2
oder:

a(x—=x)(X=%;) =0 L={x|X,}
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