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Wurzelgleichungen und Exponentialgleichungen mit Losungsbeispielen

Gleichungen in denen Wurzelterme vorkommen nennt man Wurzelgleichungen.
Im folgenden Beispiel soll das Losungsverfahren genauer betrachtet werden.

Zu bestimmen ist die Losungsmenge der Gleichung: 3-v/5x+1=4-4/2x+3

Wie bei allen Gleichungen gehéren zur Lésungsmenge von Wurzelgleichungen nur
Elemente aus der Definitionsmenge D, die fir jede Gleichung zu bestimmen ist.

Bezeichnet man den linken Wurzelterm
mit T, und den rechten mit T, so gilt:

T, =v5x+1 T, =+2x+3

Da die Definitionsmenge von
Quadratwurzeln keine negativen
Radikanden in IR zul&sst, gilt:

Ex+1>0 A 2x+3>=0
bx>-1 A 2X >2~3

1
X>-2 A xz-=
5

Definitionsmenge von T;:

1
D(Tl):{x|x2—g}

R

Definitionsmenge von Ta:

3
D(Tz):{xlxz—g}

R

Die Definitionsmenge D ist die
Schnittmenge der Definitionsmengen, von
T1und Ta.

Es gehoren also nur solche Elemente zur
Definitionsmenge, die groRer-oder gleich
—1/5 sind.

D =D (T)ND(T,)

ey
= IX|IX2=AX>——
5 2z

ki
=ix|X>-=
SR

Zur Bestimmung der Losungsmenge mussen die in der Gleichung
vorkommenden Quadratwurzeln beseitigt werden.

Das geschieht durch Quadrieren beider 'Seiten der Gleichung.
Ausmultiplizieren und Aquivalenzumformungen nach x.

3:-V5x+1=4-/2x+3

& (3-4/5x+1)? =(4-2x +3)?
< 9(5x+1) =16(2x + 3)

< 45x+9 =32x+48

< 13x =39

& x=3eDb

Zur Probe wird das Lésungselement in
die Wurzelgleichung eingesetzt:

3-Bx+1=4-2x+3
<3.45-3+1=4.42.3+3
= 3-416 =449

< 3:4=4-3

<12=12 (w)

< L={3}
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Durch das Einsetzen von x = 3 in die Wurzelgleichung ergibt sich eine wahre
Aussage, die die Richtigkeit der Losung bestatigt.

Folgendes Problem kann sich ergeben:

Ist das Potenzieren der Quadratwurzeln eine
Aquivalenzumformung, oder kann durch das
Quadrieren noch ein weiteres Element

hinzukommen, das gar nicht zu der ursprtinglichen

Gleichung gehort?

Beispiel:

x=3

ox2=9 |V
<|x|=3=x=3v-x=3
=>Xx=3vx=-3

=L ={-3;3}

Durch das Quadrieren ist also das Element —3 zusatzlich hinzugekommen.
Es ist daher nicht nur wichtig, sondern unbedingt erforderlich, nach einer
Umformung durch Potenzieren auf beiden Seiten der Gleichung die Probe zu

machen.

Beispiel:

w2 _1=x—3 Losung: Probe durch einsetzen:

Definitionsbereich: x?—1=x-3 x?<1=x-3

x?-1>0 < x?—1=x?-6x+9 A /é_g_i_g

—x2>1 < 6x=10 9 9 3 3

Szl x21lv-x21 | 45%-29 \ ‘xeD 6 4

=>X21vx<l=> =3 49 A 3

D=R\{x|-1<x<1 —=—2(f) =L=
{x] e 3=3 U

Das bedeutet, es gibt keinen Wert fiir x der obige Gleichung erfillt.
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Beispiel:
V7x+8 =2x -2 Losung:
Definitionsbereich: NTX+8 =2x-2
7x+82>0 & Tx+8=(2x-2)
& 7x=-8 & TX+8=4x"-8x+4
o xX>-—= < 4x*-15x-4=0
8 @Xz—Ex—lzo
=>D=X|x>-—= 4
e :p——E g=-1
4
15 /225 64 15 .[289
X, =—+,|—+— =S+ [—F=
8 64 64/ 8 64
8 8 8«.~=F

Probe fir x, =4

Probe fur x, =—

NTX+8 =2x-2
SA7-448=2.4-2 NIXA+8=2x =2
@@:6 & 7(_%)4_8:2(_%)_2
<6=6 (w)
v o2 -8
4 .4 4 4
2 00
4 4
302 po-tel
2 2 4
Losung: +7x+8=2x-2 = L={4}
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3.UX-2-x+5 =+2x+3
Definitionsbereich:

=X-2>20 A X+5>20 A 2x+3=>0

S X222 A X=2-5 A xz-%

=>D={x|x>2},

LOsung:
3-Ux-2-x+5=+2x+3

< (B3-4x -2 —/x+5)? = (\V2x +3)?

<9 (Xx=2)-6.J(X-2)(X+5) +x+5=2x+3

< 9x-18-6,/(Xx-2)(X+5)+x+5-2x-3=0

< 8x-16-64/(x-2)(x+5) =0
< 4x-8-3{(x-2)(x+5)=0
& 4x-8=3/(x—2)(x+5)

2
< (4x - 8)? :[3 (x—2)(x+5)}
< 16xX% —64x +64 = 9(x — 2)(X +5)

< 16x% —64x + 64 = 9(x* +5x 42X + 10)

<& 16X% —64X +64 = 9x? + 27X -90
< 7x*-91x+154 =0

& x?-13x+22=0

=>p=-13 =22

13 169 88

+
2 4 4
K]

\/ﬁ 13 9 22
+, ] —=—+=§—=1
2 N4 2 20 2 =

w13 9 _@A_,
272 2 2 =

= X

'._\

Probe fir x =11
3-\/x—2—\/x+5 :\/2x+3
< 3-11-2-11+5 =224 3

3195416 =25

&£ 9-4=5"(w)=>d11lel

Probe fur x= 2
34X <2 -JIx+5=/2x+3
& 3242 - J2+5=42.2+3

&3.0-47 =47
=T =7 (f)
=2¢L

Damit ist die Lésungsmenge:
L={11
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Exponentialgleichungen
Aussageformen, bei denen die Lésungsvariable in Exponenten von Wurzeln oder
Potenzen vorkommen, heil3en Exponentialgleichungen oder — Ungleichungen.

Die Losungsmengen solcher Aussageformen lassen sich meistens durch
Anwendung der Logarithmengesetze ermitteln.

Beispiel:

23x+4 _ 1024 Probe durch Einsetzen:
e 23x+4 _ 510 g 23x+4 _ 1024

o lg(2*) =1g(2") & 25H =210

= 210 — 210 (W)

< (3x+4)-1g2=10-1g2 |:lg2
L={2}

& 3X+4=10=x=2

Lésung durch Exponentenvergleich: 2°*** = 2% = 3x +4=10

Eine L6sung mittels Exponentenvergleich ist nur dann-moglich, wenn es gelingt, die
Terme auf beiden Seiten der Aussageform so umzuformen, dass sich Potenzen mit
gleichen Basen ergeben.

Beispiel:
3.2 =64.32 |Ig Probe durch Einsetzen:
= 1g(3-2%) =Ig(64-3*2) 321" Z'64.3*2

< 3:2°3 =64.3%2
<3:2°=64-3
& 3-64=64-3 (W)

< 1g3+(x+3)-lg2=1964 +(x—-2)-1g3
< (x+3)-1g2—-(x-2)1g3 =1g64 ~Ig3
< xlg2+3lg2—xlg3+2Ilg3 =1lg64 ~Ig3
o xlg2-xlg3 =lg64 —Ig3—Blg2L21g3 | = L =13}
< x(lg2-1g3) =1g64-31g3-3lg2
lg64 —3lg3=3lg2
X = =
(Ig2-Ig3)

Exponentialgleichungen, in.denen Summen oder Differenzen vorkommen, kénnen
nicht logarithmiert werden.

Man kann versuchen, sie mittels Substitution (Einsetzung einer Ersatzvariablen) zu
|6sen.
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90.3%2_9%2_729-0

3x-2 2\3%-2
<90-3 —(3 ) ~729=0
& 90.3%2_32(32) _729_0
Substitution:
33x—2 _7 32(3x—2) _ Z2
=90.2-22-729=0 (quadr. Gl.)
z,=81
Einsetzen von z, bzw. von z,

=2z,=9 v

in den Substitutionsterm z

33X72 33X72

:Zl :ZZ
= 33X—2 — 9 33X—2 — 81
= 33X—2 :32 33X—2 — 34
&S 3Xx-2=2 3x-2=4
4
S Xy == X, =2
1 3 2

Probe fiir x, = :

90-3%472_9%2_729=0

3.4 340
<90-33% -93 -729=0
<90-32-92-729=0
<0=0 (W)
Probe fiir x, =2
0.3%2_9%2_729-0
<90-3%772.9%272._720-0
<90-3"29% 7290
<0=0 (W)

ﬁ

Erstellt von R. Brinkmann pO_fos_03_8_ bis_9.doc

03.09.2007 10:27

Seite 6 von 6




