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Aufgaben Differenzialrechnung zur Vorbereitung der Klassenarbeit VI

Ergebnisse
E1 | Ergebnisse

a) | Die Steigung eines Funktionsgraphen in einem Punkt ist gleich der Steigung
der Tangente in diesem Punkt.

b)

Bewegt man den Punkt
P, immer weiter auf Pg
zu, so andert sich die
Sekantensteigung.

Je mehr man sich dem
Punkt Py ndhert, desto
mehr nahert sich die
Sekantensteigung der
Tangentensteigung.

c) | Die erste Ableitung einer Funktion an der Stelle X, ist die Steigung der
Tangente im Punkt P ( X | f(Xo) )-und somit auch die Steigung des Graphen
von f(x) in diesem Punkt.

d) | Die Ableitungsfunktion f'(x) heil3t deshalb Steigungsfunktion, weil sie in jedem
Punkt die Steigung von f(x) reprasentiert.

E2 |Ergebnisse

a[f'(x)=3 ' (x)=0 ~ f"(x)=0

b)| f*(x)=15x>-3 f"(x) =30x f**(x) =30

)| f'(x)=9x*+4x+1/ fr(x)=18x+4  f"(x)=18

d)| f'(x)=24x%424x+6./ f*(x)=48x+24  f"(x)=48
Siehe ausfuhrliche Losung.

&) f'(x)=-4x3+2/% fUx)&-12x*  f"(x)=-24x

N £(x)=2x° <9 £ (x)=12x? f™(x) = 24x

9)|f'(x)=-3ex"-a-b~c>-1  f"(x)=-6cx  f"(x)=-6¢C
Siehe ausfuhrliche Losung.

h)|f'(x)=12x*-4x+5  f"(x)=24x-4  f"(x)=24

) 11 (x)=20x-12x* +6x-2  f"(x)=60x"-24x+6  f"(x)=120x-24

) f(x)=-4x3 f*(x)=-12x* f™(x)=-24x
Siehe ausfuhrliche Losung.
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E3 |Ergebnisse
a)| f'(x)=3x%+2x -4
b) f'(x)=6x+2
C) X 3| -25|-2|-15|-1| 0510 0,5 1 15 2
f(x) -7 1-0,38| 3 388 | 3| 113 |-1|-263|(-3(-138| 3
f'(x) 17 | 9,75 4 [-0,25|-3-425|-4(-225| 1| 5,75 |12
f"(x) -16 | -13 | -10 —7 -4 -1 2 5 8 11 |14
d) | Siehe ausfuhrliche Losung
E4 |Ergebnis
T Hochpunkt
Wendepunkt /
I/ ! T 1
|  Tiefpunkt
Stei.g_ung Steigunglnegativ i Stei_g_ung
positiv \ ", positiv
Nullstellen |
Tiefpunkt
E5 |Ergebnisse
a)|f'(x)=3 f'(x)=0 f"(x)=0
b)| f'(x) =16x*«3  f"(x)=30x  f"(x)=30
C) f'(x)=9x%4+4x +1 f'(x)=18x+4 f"(x)=18
d) f'(x)=-4x%+2 f*(x)=-12x* f™(x)=-24x
e (x)=4x*-9 " f*(x)=12x2  f"(x)=24x
D] (x)=12x* —4x+5  f"(x)=24x-4  f"(x)=24
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E6.1

Er

ebnisse

a)

Punktsymmetrie, da nur ungerade Exponenten vorkommen

b)

Punkte mit waagerechter Tangente:
P (1]-4);P,(-1] 4)

c)

Achsenschnittpunkte:
P,(010);P4(0]0);P,(v3%1730); Py (—~3~-173 |0

d)

Siehe ausfuhrliche Loésungen

E6.2

Er

ebnisse

a)

Keine Symmetrie

b)

Punkte mit waagerechter Tangente:
P, (0]-4);P,(-2]4)

c)

Achsenschnittpunkte:
P, (0 | -4);Py(-1]0); Py, (-1+v3 ~ 0,73} 0) P (<1-3 ~ 273 | 0)

Siehe ausfuhrliche Loésungen

E6.3

ebnisse

Achsensymmetrie, da nur gerade Exponenten vorkommen

Punkte mit waagerechter Tangente:
81
Pl(o

EzS,l];P2(3 | 0)4P;(<310)
Achsenschnittpunkte:

81
P, (o 0 8,1) 'Pa3(310);P,. (=3 [0)

Siehe ausfuhrliche Loésungen

E6.4

ebnisse

Keine Symmetrie

Punkte mit'waagerechter Tangente:
Pl/Z(O | 0) 7P (3 ‘ _% - _5’4j

Achsenschnittpunkte:
Py (010)iPyy2/5(04,0);P,(410)

Siehe ausfuhrliche Loésungen

E7

ebnisse

Der Graph von f(x) ist symmetrisch zur y — Achse, da nur gerade
Exponenten auftreten.

P (V122 -3,4610) Py (V12~3,46|0) P, (0]4,5)

Pu(212) =t (X)=-2x+6  P,,(-2]2)=1t,(x)=2x+6

P, (0145) Puy,(—~12~-34610) Py, (vI2~346]0)

Wertetabelle siehe , Ausfihrliche Lésung®.

Graph siehe ,Ausfihrliche Losung".
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Ausfuhrliche Losungen
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A2 | Ausfluhrliche Lésung

d)

f(x)= (2x+l)3
1. Lésung durch ausmultiplizieren:
F(x)=(2x+1)° = (2x+1) (2x+1)° = (2x+1)(4x* + 4x +1)
%/_/
1. bin. Formel
= 8% +8X° + 22X+ 4x* + 4x+1=8x% +12x* +6x +1
f'(x)=24x*+24x+6 f"(x)=48x+24 f(x) =48

2. Losung mit der Kettenregel:
F'(x)=3(2x+1)" -2 =6(2x+1)" = 6(4x* + 4x #1) = 24%° 4 24X + 6

f"(x)=2-6(2x+1)-2=24(2x+1) = 48x+24
f'"(x):g

A2 | Ausfihrliche Lésung

9)

f(x)=a+b+c®—x—ax—bx—cx’*¢°X
Konstante
f'(x)=-1-a-b-3cx* —c*=-3ex* ~a-b-c* -1
%/—/

Konstante

A2 | Ausfluhrliche Lésung

)

f(x) :(a2 erz)(a2 —x2)

1. Losung durch ausmultiplizieren (3. binomische Formel):

f(x)=a*=x*=f'(x)=24x° = f"(x) = -12x* = " (x) = —24x
2. Losung ‘mit‘der Produktregel (aufwendig):

f(x):(a2+x2)(a2—xz):>u':2x V' =—2X

f'(x)=u'v+uv'= 2x-(a2 —x2)+(a2 +x2)(—2x)

= 2a%x - 2x3 - 2a®x — 2x3 = -4x3

f*(x)=-12x% = f"(x) = —24x
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A3 |Ausfluhrliche Lésungen
a)| f'(x)=3x%+2x-4
b) | f(x)=6x+2
)| x 3| 25| -2|-15|-1| -05|0]| 05 1|15 |2
f(x) -7 1-0,38| 3 |388 |3 | 113 |-1|-263|-3|-2,38| 3
f'(x)| 17 | 975 | 4 |-0,25|-3|-425|-4|-225| 1 | 575 |12
f"(x) -16| -13 |-10| -7 |-4| -1 2 5 8 11 |14
A3 |Ausfihrliche Losung
d) (0 = B 4 P ax N S "
) =x+X -4x-1 (X)) =3x +2x-4 fAX) :=6x+ 2

f(3)

Hochpunkt

2@ADblejtungsfunktion

1. Ableitungsfunktion

(x) [ :
(%) '

Tiefpunkt
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A5 | Ausflihrliche Losungen
)| f(x)=3x+4=f(x)=3x"+4=f'(x)=3-1.xX"+0=3
f'(x)=3 f*(x)=0 f"(x)=0
b)| f(x)=2x—-4+x*—5x+4x® =5x° ~3x -4 =5x" ~3x' - 4
=f'(x)=5-3-x*-3:1-x° -0
= f'(x) =15x* -3 = f"(x) =30x = f"(x) = 30
)| f(x)=3x>+2x% + x+1=3x" + 2x* +x* +1
=f'(x)=3-3-x*+2:2:x'+1.x°+0
= f'(x)=9x* +4x+1=f"(x) =18x+4 = f"(x)=18
A f(x)=x-x"+3+x=—x"+2x"+3
=f'(x)=-4-x*+2-1.x°+0
= f'(x) =-4x* +2 = f"(x) = -12x* = f*"(x)= —24x
€)| f(x)=1-2x—-3x—4x+x* =x* —9x*+1
=f'(x)=4-x>-9-1.x°+0
= f'(x) =4x® -9 = f"(x) =12x* = " (x) = 24x
D) | f(x)=4x* —2x? +5x —2 =4x° 42x* 1 5x' =2
=f'(x)=4-3-x*-2-2°x"+5:1.x°~0
= f'(x) =12x* - 4x4+5 = f"(x) = 24X - 4= " (x) = 24
A6.1 | Ausflhrliche Losung
)| f(x)=2x%£6x
= Punktsymmetrie, da nur ungerade Exponenten vorkommen.
Es gilt: f(=X) = —f(x)
A6.1 | Ausflihrliche Lésung

b)

f(x)=2x¥-6x=f!(x)=6x*-6
Punkte mit waagerechter Tangente.
f'(x)=0< 6X"-6=0|+6

& 6x% =61

S X =1=x=1Xx,=-1

An den Stellen x, =1 und x, = -1 gibt es waagerechte Tangenten.

Berechnung der y —Koordinaten
f(x,)=f(1)=2-°-6-1=-4 =P, (1] -4)

f(x:)=1(-)=2:(-1F ~6-(-) =4 =Py (-1]4)
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A6.1 | Ausflhrliche Losung
€) | Achsenschnittpunkte von f (x) = 2x° - 6x
P, :f(O):O:>Py(O|O)
Nullstellen
f(x)=0<2x*-6x=0
& x(2¥-6)=0=x,=0
2x*-6=0|+6
< 2x2=6]:2
& X2 =3 Xy, = 43
le(O | 0) ; Peo (\/g | 0) ; Pa (_\/§ | O)
A6.1 | Ausfihrliche Lésung
d)| f(x) =2x> - 6x
x=2 =f(2)=2.2°-6-2=4
x = -2 = f(-2) = —f(2) = -4 wegen Punktsymmetrie
| X |—2|—l73|—1|0| 1 |173|2|
[f)]-4] o [4]of-4] 04
A6.1 | Ausflhrliche Lésung
d)
5__
/) 4% W
_2 -4
_3 -4
_4__
_5__
X
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A6.2

Ausfuhrliche Losung

a)

f(x) = 2x® + 6x° — 4 = Es liegt keine Symmetrie vor,

da es weder nur gerade Exponenten oder nur ungerade Exponenten gibt.

A6.2

Ausfluhrliche Lésung

b)

f(x)=2x%+6x* -4 = f'(x) = 6x° +12x
Punkte mit waagerechter Tangente.
f'(x)=0< 6x*+12x =0

& x(6x+12)=0=x,=0

6x+12=0]|-12
& 6x=-12]:6
S X, =2

An den Stellen x, = 0 und x, = -2 gibt es waagerechte Tangenten.

Berechnung der y —Koordinaten
f(x,) =1(0) =4 = P(0]4)

f(x,)=f(-2)=2(-2)" +6(-2)">4& 4= P,(~24)
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A6.2 | Ausfihrliche Losung
€) | Achsenschnittpunkte von f(x) = 2x* + 6x* - 4
P, :f(O) =—4= Py(O | —4)
Nullstellen
f(x)=0< 2x*+6x°-4=0
Eine Nullstelle wird durch probieren gefunden
x=1=f(1)=2-°+6-1-4=4
x =-1=f(-1)=2-(-1)° +6-(~1)° — 4 = 0 Nullstelle bei x; = -1
Polynomreduzierung durch Horner-Schema
2 6 0 -4
x==1 1 =2 -4 4
2 4 -4 0
Reduziertes Polynom: 2x? + 4x —4 = 0]: 2
& X2 +2x-2=0
2
p=2: q:—Z:D:(gj _q<142=3=D <3
=-1++/3
X213 = —Bi\/a X2 3
2 X3 — —1—\/§
Paa(-110) ; P (-1 V3| 0)  Pia(-1-v310)
bzw. P, (~1/0): P,,(0.7310) ; P5(-2,73|0)
A6.2 | Ausfihrliche Losung
d)| f(x)=2x®+6x*-4
x=-8% f(-3)=2-(-8)*+6-(-3)° -4 =4
X |—3|—2,73|—2|—1| 0 |0,73|1|
[f)|-4] 07[4]o|-4] 0 |4]
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A6.2 | Ausfihrliche Losung

d) o
4__
3__
2__
1__
(GO ae- T
_5__
X
A6.3 | Ausflhrliche Losung
a
) f(x):ix4—gx2+§
10 5 10

= Achsensymmetrie, da nur gerade Exponenten vorkommen.
Es gilt: f(—x) =f(x)
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A6.3 | Ausflhrliche Losung
b
) f(x) 1y Sy 8l f'(x)zix?’ _18,
10 5 10 10 5
Punkte mit waagerechter Tangente.
f'(x):0<:>ix3—gx=0
10 5
ox| Ay 18 =0=x,=0
10 5
4.2 18 =0| 18
10 5 5
4 , 18 4
&S —X==|'—
10 5 10
& Xx*=9= Xy5 =13
An den Stellen x; =0 und x, =3 und x;,=-3_.gibt es waagerechte Tangenten.
Berechnung der y —Koordinaten
81 81
f(x,)=f(0)=— =P |0|—|bzw/P,(0]8,1
(x,) ()10 0125 ozw w018
9 81
f(x,)="7(3 3*-=.3%4—=20=P,(3]0
(x)=1(3) =753 -2 P (3l0)
f(x,)="f(-3)="f(3) =0 wegen Achsensymmetrie = P,(-3|0)
A6.3 | Ausflhrliche Lésung

Achsenschnittpunkte von f(x)= %x“ 2 X2 + f;

81
P, :f(O):E:Py

Nullstellen

81
(0 | E) bzw. P, (0]8,1)

f(x) =0 ix4 —=x +—1 = 0 Substitution: x> = z
10 5 10

ot g, §_0| 10
10 <5 10

& 7°£182+81=0
2
p=—18;q:81:>D:(gj _q=81-81=0

2,=9=>x*=9= X, =13

22 = _gi‘/a

— 2 _ -
2,=9=> X" =9= X5, =13

Pa/3(310); P, (-3]0) Beides sind doppelte Nullstellen.

Das bedeutet, der Graph berthrt an diesen Stellen die x- Achse. Solche
Beruhrungspunkte sind immer auch Punkte mit waagerechter Tangente.
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AG6.3 A

usfuhrliche Lésung
9 f(x):ix4—gx2+§
0 5 10
x=1:f(1)=i-14—9-12+§=6,4
10 5 10
x =-1= f(-1) = f(1) = 6,4 wegen Achsensymmetrie
x:2:>f(2)=i-24—g-22+ﬂ:2,5
10 5 10
x =-2= f(-2)=f(2) = 2,5 wegen Achsensymmetrie
x:4:f(4):i-44—g~42+ﬂ:4,9
1 5 10
x =-4 = f(-4)=f(4) = 4,9 wegen Achsensymmetrie
| x [4|-3]|-2|-1]0]1|213[44/
1f(x)|49|0 |25|64|81|64|25|0]49]

A6.3

Ausflhrliche Lésung

d)

f(X)

5.4 -3 5

A6.4

Au

sfuhrliche L6sung

f(x)= %x“ —gx3 = Es liegt keine Symmetrie vor,

da es weder nur gerade Exponenten oder nur ungerade Exponenten gibt.
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A6.4 | Ausfihrliche Lésung

b
) f(x):lx“—ixg’:>f'(x):ix3—Ex2
5 5 5 5
Punkte mit waagerechter Tangente.
f'(x):0<:>£x3—Ex2:0
5 5
@XZLgx—Ej:O:xm_O
4,12 g, 12
5 5 5
4 12 4
_X:_l_
5 5 5

SX=3=>X3=3

Berechnung der y —Koordinaten
f(x)="f(x,)=f(0)=0 =Py, (0]0)
1 4

f(xg):f(3):§-34—g-33 =54 =P, (3]|-54)

An den Stellen x;,, =0 und x; = 3 gibt es waagerechte Tangenten.

A6.4 | Ausfihrliche Lésung

c)

Achsenschnittpunkte von f(x) = %x“ Z—X
P, :f(0)=0=P/(0]0)

Nullstellen

140,
5 5 5
@EX:&'S
5 5

S>X=4=Xx,=4
Pai2s3 (0|0) » Pua (4|0)
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A6.4 | Ausfihrliche Lésung
d) 4
f(x)==x*-=x°
(x)=gx* -2
x=1=f(1) 1 2r- o6
5 5
x=-1=f(-1) =3(—1)4 —i(—l)3 =1
5 5
X = 2:>f(2):1-24—f-23 =-3,2
5 5
x=-2=f(-2) _1 (-2)* —i(—z)3 -9,6
5 5
x=5=f(5) 1t 2eoos
5 5
[ x |-2]-10] 1 | 2| 3 |45,
1f(x)|96|1]|0]-06|-32|-54(0]|25]
A6.4 | Ausfihrliche Lésung
d) 5 Bemerkung:
4T An der Stelle x = 0 hat der
3T Graph von f(x) zwar eine
2+ waagerechte Tangente,
14 es liegt dort aber weder ein
L | | Hochpunkt, noch ein Tiefpunkt
£(X) -2 —'11 oM 2 3 5 |vor.
2T Das bedeutet, Stellen mit
ur waagerechten Tangenten
4 missen nicht zwangslaufig
Extrempunkte sein. Aber
=N Extrempunkte haben immer
6+ waagerechte Tangenten.
X

A7

Ausfuhrliche Lésung

a)

Der Graph von f(x) ist symmetrisch zur y — Achse, da nur gerade
Exponenten auftreten.
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A7 | Ausfuhrliche Lésung
b
) f(x):ix“—gxz+g:>f'(x):ixa—gx:ﬂ"(x):gxz—§
32 4 2 8 2 8 2
f'(x)=0<:>1x3—§x:0<:>x e 3 =0=>x,=0
8 2 8 2
1, 3 1, 3 2
x-S0 xX=ox?=12c X, =+/12
8 2 8 2 218
X, =0undx,,; = +1/12 sind Stellen mit waagerechter Tangente.
f*(x)="(0)= —g< 0 = rel. Max. bei x, =0
f"(x2,3):f"(ix/ﬁ):ng—E:%—é:B>O:>re|. Min.beix2,3:i\/TZ
8 2 8 2
9 1 3 9
f(x,)=1(0)== f(x =—-144-—:124—=0
()=10)=5  f(xyq) =5 144~ 20124
Poax (0145) Py (—12~-3,4610) " Py (v12~8,4610)
A7 |[Ausfuhrliche Lésung

c)

f"(x):0©§x2—2:0<:>§x2:%<:>X2:4<:>x1/2:J_rz

Xy, = 2 sind mogliche'Wendestellen.
" (xy,) =f"(£2) = %-(12) # 0 =/Wendestellen bei x,,, = +2

1 3 9 9
f(xl,z):f(irz):5.16_2.4+§:E_3+E:2

Pwi(-212). . Py,(2]2)sind.die Wendepunkte.
Wendetangenten:
X =25 f(x) =1(2)=2  F(x)=F(-2)=—-8+22-2

ty(X)=2(x+2)+2=2x+6
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A7 | Ausfuhrliche Lésung
d) 9 9
f(0)=—=P,|0|=

f(x)=0< éx“ 3042 0 (biquadratische Gleichung)

x? :z:i22—§z+g:0|-32<:> 7?2 -247+144=0

p=-24 Q=144 =D=144-144=0=D=0=0

2, =—%i\6=1210=12

2,=x=12=x2 X, =12  z,=x*=12=x &'%;,, =+/12

Pas(V1223,46]0) P12 ~-3,46/0)

A7 |Ausfuhrliche Lésung
e) | Funktionswerte wurden mit dem Taschenrechner berechnet.
Aus Symmetriegrinden reicht es, nur die/Funktionswerte fur positive x-

Werte zu berechnen.

x | 5 |-4|-V12~-346| -3 |-2| %1 |\0
f(x) 52805 | 0 10,28 23,7845
x | 1 |2] 3 |J12x346]4 | 5
f(x)[378]2|028) ‘0  |05]|528

A7 |Ausfluhrliche Lésung
f)

f(X)
t1 (%)

ts(X)
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A8 | Ausfluhrliche Lésung

a)

f(x)= ety = f'(x)= —%xz +=X
Maximale Hohe des Balls entspricht dem Hochpunkt der Flugbahn,
also ist ein Punkt mit waagerechter Tangente.

f'(x):0c>—ix2+1x:0
96 8
1
<:>x(——x+§j:0:>x1_0
—ix+1:0|+ix
9% 8 96
<:>1:ix|-96
8 96
<12=x=x,=12
f(12)=-—1—-123+-3~122::3::>P(12|3)istHochpunkt
288 16

1

288 16 8

Der Ball erreicht eine maximale Hohe von:3 mund ist dann 12 m vom
Abschusspunkt entfernt.

A8 |[Ausfuhrliche Lésung

b)

f(x)= NI
288 16
Zu bestimmen ist die Nullstelle.

u@=0¢3—45x3-—-2=0
288 16
: 1 1)
~—=X++— |=0=>X,,, =0
( 288 - 16 2
_i +i:0|+ix
288 16 288
i:i |- 288
16 288
®@2X2X3=18

Der Ball kommt in einer Entfernung von 18 m vom Abschusspunkt wieder
auf den Boden.

A8

Ausfihrliche Losung

c)

f(x)= ety

288 16
Gesucht ist die Ballhdhe in einer Entfernung von 9 m vom Abschusspunkt.
f@):——5~93+3;92z253

288 16

Der Ball tberfliegt die 2 m hohe Abwehrmauer in einer Hohe von
etwa 2,53 m.
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A8 | Ausfluhrliche Lésung

d) f(x)= _ L ety
288 16
Gesucht ist die Stelle, an der der Ball eine Flughthe von 2 m hat.

Ldsung durch probieren.
f(15)~ 2,344

f(15,5) ~ 2,086

f(15,6) ~ 2,028

f(15,65) ~ 1,998

ausgefihrt.

Der Freistol3 wurde in einer Entfernung von etwa 15,65.m von der Torlinie
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