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Losungen Differenzialrechnung Xl

Ergebnisse:
E1l |Ergebnisse
a)

R(x)= —%x3 +%x2

b)|R(1)=0,625 R(3)=3375 R(5)=3125
c) | Fur einen Dosiswert von x = 4 ist die Reaktion am starksten.
d) [ Bei einen Dosiswert von x = 2 reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf
das Dungemittel.
e)|P,(010) Py,(010) P (6]0)
f), g) und h) siehe Ausfihrliche Losung
E2 |Ergebnisse
a
) E(x)= BESCIEN
4 2
b)|E(3)=0,675 E(7)=-12,75
c) | Fur einen Dosiswert von x = 4 ist die Effizienz der Bestrahlung am gréf3ten.
d) [ Bei einem Dosiswert von x = 2 ist die Effizienzzunahme der Bestrahlung am
grofiten.
€)|P,(010) Py,(010) (P (610)
f), g) und h) siehe Ausflhrliche Losung
E3 |Ergebnisse
a
) R(x)= _ 13y
32 8
b) | Fur die Menge x = 8 ist'die Reaktion am starksten.
c) | Wendepunkt: R, (4 | 4)
d)|R(2)=125." R(6)=6,75.0" R(10)=6,25 R(13)~-5,28
Den Graphen siehe Ausfilhrliche Losung
e) | siehe Ausflhrliche Losung
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Ausfuhrliche Losungen:

Al |[Ausfuhrliche Lésung

a) | Bestimmen Sie die Funktion R(x) in Abhangigkeit von der Dosis x.
R(X) = a;x° +a,x* +a;x +a,
P(0|0) >R(0)=0« 0-a;+0-a,+0-a,+a,=0=4a,=0

P,(2]2) >R(2)=2< 8-a;+4-a,+2-a,=2
P;(4|14) >R(4)=4«< 64-a;+16-a,+4-a,=4
P,(6]0)= R(6)=0« 216-a;+36-a,+6-a,=0

2a, +12a, =O<:>2a2+12~(—%j=0

a a, ag
2 4 8 2 |: 2 3 3 3
28, -~ = T 28,=—12
4 16 64 |4 | 4 A 0|+2@ a, 2|
6 36 216|0 16 3
& la, ==
1 2 4 1 4
1 4 16 |1 -1 a, +2a, +4a, =1
1 6 36 |0 -1 A 3 . 1 .
1 2 4 [1 SHE2, M 5=
0O 2 12 | O 6 2
cat-~S=loa+l=1|-1
0 4 32 (-1 =2l 4 4
1 2 4 1 <=0
0O 2 12
0 0o 8l & a3:—% Die Funktionsgleichung lautet:

R(x)= —%x3 +%X2

Al |Ausfuhrliche Lésung

b) | Funktionswerte fir x =1'; 3 ; und 5
3
R(x)=—-=x%+=x?
(x) ;
x=1:>R(1)=—1+—:—1+§=§=0,625
8 4 8 8 8
x=3:>R(3):—l 27+§-9:—£+E:£:3,375
4 8 8 8
x=3:>R(5):—£-125+§-25=—%+@=§=3,125
8 4 8 8 8
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Al |[Ausfuhrliche Lésung

c)

Fur welchen Dosiswert ist die Reaktion am starksten?

Gesucht ist die maximale Reaktionsstarke in Abhangigkeit von der Dosis.

Die maximale Reaktionsstarke entspricht dem Maximum von R(X).

R(x)= L3 R'(x) = 343k R"(x) = Sxa3
8 4 8 2 4 2

R'(x)=0< —gxz +%x =0 hier kann x ausgeklammert werden

@X(—§x+§j:0:>x1:0
8 2

—§x+§:0|—§c>—§ _——| —— <:>x2—4
8 2 2 8

An den Stellen x =0 und x = 4 befinden sich waagerechte Tangenten.
R"(x,)=R"(0)= % >0 = rel. Min bei x, =0

" " 3 3 3 3 )
R"(x,)=R (4):—Z~4+E:—3+E=—E<O:>reI. Max bei x,, = 4
Wegen P, (4| 4) gilt: P, (4]4)

Fir einen Dosiswert von x = 4 ist'die Reaktionam starksten.

Al | Ausfihrliche Losung

d)

Bei welcher Dosis reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf das
Dungemittel?

Die momentane Anderungsrate'von R(X) ist'ein MaR fur die Empfindlichkeit
der Pflanze auf das Diingemittel. Da die momentane Anderungsrate einer
Funktion deren Steigung entspricht, wird der Dosiswert x gesucht, bei der die
Steigung des Graphenvon R(x) maximal ist. Der Wendepunkt kennzeichnet
den Punkt

mit maximaler, bzw. minimaler Steigung.

R(x):—%x3+%x2:>R'(x):—§x2+gx:>R"(x):—%x+2:R"'( ):—%
R"(x):0<:>—§x+§:0|—g
4 2 2
@—% :——| (——jax 2 mogliche Wendestelle

R™(x) :—%: R™(x)=R"(2)= _%7& 0= x=Xx,, =2 ist Wendestelle

Wegen P, (2] 2) gilt: P, (2]2)

Bei einen Dosiswert von x = 2 reagiert die Pflanze am empfindlichsten auf das
Diungemittel.
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Al |[Ausfuhrliche Lésung
e) | Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.
R(x)= 13y
8 4
R(x)=0< —%xg +%x2 =0  x? kann ausgeklammert werden
o 1 3 .
< X _§X+Z =0= Xx,,, =0 ist doppelte Nullstelle.
1 3 .
—=X+-—=0< x; =6 siehe auch P,(6]0)
8 4
R(O)=O:>Py (0]0) Pu2(0]0) Ps(61]0)
Al |Ausfuhrliche Lésung
f) | Tragen Sie alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelle ein.
X |O| 1 |2| 3 |4| 5 |6
R(x) 00,625 |2 [3,375 | 4 |3,125 0
Al |Ausfuhrliche Lésung
g) | Zeichnen Sie den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.
5__
4__
3__
2__
1__
-1 Ao 1 2 3 4 5 7
_1 —+
_2 -4
_3 . .
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Al |[Ausfuhrliche Lésung

h) | Welche Schlussfolgerung kann ein Landwirt aus diesen Ergebnissen
ziehen?

P1(0|0) |Wird kein Dingemittel gegeben, ist auch keine Reaktion der
Pflanze zu erwarten.

Pwmax (4 | 4) | Bei der Dosis x = 4 ist die Reaktion der Pflanze am starksten
(Dungungsoptimum).

Wird mehr gegeben, so spricht man von Uberdiingung mit
geringerem Erfolg.

Pw (2 | 2) |Die Empfindlichkeit der Pflanze auf Dinger ist bei der Dosis
x = 2 am starksten. Dort bewirken geringste Dosisverstarkungen
die starkste Reaktionszunahme.

P, (6| 0) |Beider Dosis x = 6 erfolgt keine Reaktion.der Planze mehr.
Fur x > 6 ist das Ergebnis schlechter als:ohne Diingung.

Die Pflanze wirde sich zuriickentwickeln, bzw. absterben.
Aus Kostengriinden wirde der Landwirt sich:méglicherweise fir eine
Dosierung im Bereich 2 < x < 4 entscheiden.
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A2

Ausfuhrliche Lésung

a)

Bestimmen Sie die Funktion E(x) in Abhangigkeit von der Dosis x.
E(x) = a,x° +a,x* +a,x+a,

P1(1|%) :>E(1):2<:> 1-a3+1-a2+1-a1+1-a0:E

N

P,(214) =E@2)=4< 8-a;+4-a,+2-a,+1a, =4
P;(418) =E4)=8«< 64-a,+16-a,+4-a,+1a, =8

P4(5|2745) = E(5):2745<:> 125-a3+25-a2+5-a1+lao:%T5

48a; =-12|:48 < a, :—E
48
1
= a3 :—Z
a, a a a
¢ - 2z ¢ = 24a, +168a, = -6
1 1 1 112 | -4 1
4 & 24a2+168-[——j=—6
1 2 4 8| 4 | -4 4
1 4 16 64| 8 |4 Loaay 108 _ ¢
4
25
1 5 25 125 7 | -4 o 24ay =42 = 6| +42
4 4 4 4 @24a2=36|:24@a2=§
4 8 16 32016 0 Ul 24
4 16 64 256 32 _Il—| Sla, =3
4 20 100 /500 |25 . Vi<l 2
0 4 12 .128./(11 @4a1+12.§+28.(_1j:11
0 12 607 252/ 27 IM=3-II 2 4
0 16 96 496| 29 tlv—4.1 <4 +18-7=11
4 4 4. 4 |5 o 4a,+11=11|-11< 4a, =0
0 4 12 28 |11 ola, =0
0 024 168 -6 4a, +4a, +4a, +4a, =5
0 0 48 .384|-24 IV-2-1I 3 1
4 4 4 4 5 ©4a0+4-5+4-(—zj:5
0O 4 12 28 | 11 & 4a,+6-1=5
0 0 24 168| -6 < 4a,+5=5|-5<4a,=0
0 0 0 48 |-12

< la, =0

Die Funktionsgleichung lautet:

E(x)= —%x?’ +%x2
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A2 | Ausfuhrliche Losung

b) [ Funktionswerte fir x =3 ; und 7

E(x):—1x3+§x2
4 2
x=3:>E(3)=—1-27+§~9=—£+£=—£+ﬁ=£=6,75
4 2 4 2 4 4 4

x=7:»E(?)=—%.343+%49=—333+127 =—3j3+224 _.®

=-12,25

A2 | Ausfluhrliche Lésung

c) | Fur welchen Dosiswert ist die Effizienz der Bestrahlung am grof3ten?
Gesucht ist die maximale Effizienz in Abh&ngigkeit von der Dosis.
Die maximale Effizienz entspricht dem Maximum von E(x):

E(x) _lei3e s E'(x) IV E"(x)= 3x+3
4 2 4 2
E'(x)=0< —%xz +3x = 0 hier kann x.ausgeklammert werden
3
= x(—zx+3j:0:> X, =0

—§x+3=0|—3c>—§x=—3|. 4 <X, =4
4 4 3

An den Stellen x = 0 und x'= 4 befinden sich waagerechte Tangenten.
E"(x,)=E"(0)=3> 0= rel. Min‘beix; =0

E"(xz)=E"(4):—%4+3=—6+3:—3<O:> rel. Max bei x, = 4

Wegen P, (48) gilt:F,,.o(4|.8)
Fir einen Dosiswert von X =4 istdie Effizienz der Bestrahlung am grof3ten.
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A2 |Ausfiuhrliche Lésung

d)

Bei welcher Dosis ist die Effizienzzunahme am grofl3ten?

Da die Steigung des Graphen von E(x) ein Mal3 fur die Effizienzzunahme ist,
wird die Stelle gesucht, an der die Steigung des Graphen am grof3ten ist. Die
Stelle entspricht dem Dosiswert der gré3ten Effizienzzunahme. Gesucht ist
also die Wendestelle, denn dort nimmt die Steigung des Graphen einen
Extremwert an.

E(x) :—%x3 +§x2 = E'(x) :—%x2 +3x = E"(x) = —§x+3 =E"(x)= —g

E"(x)=0c>—§x+3=0|—3
2
3 2 .
<:>—Ex:—3|- 3 < X =2 mogliche Wendestelle

E™(x)= —g =E"(x)=E"(2)= —% #0 = X=X, = 2 ist Wendestelle

Wegen P, (2]4) gilt: P, (2]4)

Bei einen Dosiswert von x = 2 ist die Effizienzzunahme der Bestrahlung am
grofiten.

A2 |Ausfihrliche Lésung

e)

Bestimmen Sie die Achsenschnittpunkte.

E(x)= —%xa +gx2

E(x)=0< —%x3 +§x2 =0 - X* kann ausgeklammert werden

=% (—%x +gj =0= X;,, = 0 ist doppelte Nullstelle.

—1x+§:0|—§<:>—1x=—§|-(—4)<:>x3:6
4 2 2 4 2

E(0)=0:>Py(0I0) P, 4(010) P.s(610)

A2 | Ausfuhrliche Lésung

f)

Tragen Sie-alle bisher bekannten Werte in eine Wertetabelle ein.
X |O| 1 |2| 3 |4| 5 |6| 7

E(x)|0]125]4]6,75(8(6,25|0|-1225
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A2 |Ausfiuhrliche Lésung

g) | Zeichnen Sie den Graphen in ein geeignetes Koordinatensystem.

o
=
-
o
~t
o
~
ot

A2 |Ausfiuhrliche Lésung

h) | Welche Schlussfolgerung kann.ein Arzt aus diesen Ergebnissen ziehen?

P1(0]0)

Wenn keine Bestrahlung erfolgt, ist keine Effizienz zu
verzeichnen.

PMaX (4 | 8)

Bei der Dosis x = 4 ist die Effizienz der Bestrahlung am grof3ten.
Wird die:Dosis erhoht, so sinkt die Effizienz, da verstarkt
schadigende Wirkungen auftreten.

Pw (2| 4)

Bei einer Dosis von x = 2 ist die Effizienzzunahme am grof3ten.
Dort bewirken geringste Dosisverstarkungen eine grol3e
Effizienzzunahme.

P,(6]0)

Bei der Dosis x = 6 ist die Effizienz gleich Null. Die Nutzwirkung
wird durch die schadigende Wirkung aufgehoben.

Fur x > 6 sind die schadigenden Strahlenwirkungen gréf3er als
der Nutzeffekt.

Maoglicherweise wirde der behandelnde Arzt sich fur eine Dosis im Bereich
2 < x < 4 entscheiden. Dabei muss der Arzt sicherlich noch weitere
Faktoren, die den Patienten betreffen bericksichtigen.

| A3 | Ausfiihrliche Lésung
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a)

Bestimmen Sie die Funktion R(x) in Abhangigkeit von der Dosis x.
R(X) = ;x> +a,x* +a;x +a,
P(0|0) =>R(0)=0 <« 0-a;+0-a,+0-a,+a,=0=>4a,=0

P,(414) >R(4)=4 < 64-a;+16-a,+4-a,=4
P;(8|8) =R(8)=8 <« 512-a,+64-a,+8-a,=8
P,(12|10)= R(12)=0« 1728-a;+144-a,+12-a,=0

384a, = -12]:12 & |a; = ——
32
G 8 & . 384
4 16 64 | 4 322, +384a; =0,¢5/323, - ——- =0 +12
8 64 512 | 8 -2 122 Do 0 3
Ay = 7 a, = —
12 144 1728| 0 -3 77 =g
4 16 64 | 4
4a,+16a, +64a; =4 < 4a1+4—8—6—4:4
0 32 38| 0 T
0 96 1536 |-12 NI-3.Il _{<>4a,+4=4|%4 < 4a,=0<a, =0
4 16 64 4 Die Funktionsgleichung lautet:
0 32 38| 0 » 2,
0 0 384 |-12 R(X) =550+ g

A3 |[Ausfiuhrliche Lésung

b)

Fur welche Menge xist die Reaktion am starksten?
Gesucht ist die maximale Reaktionsstarke in Abhangigkeit von der Dosis.
Die maximale Reaktionsstarke entspricht dem Maximum von R(X).

R(x) __teides R'(X) a3 3y R"(x)= 3543
32 8 32 4 16 4

R'(x)=0< —ix2 +§x =0 hier kann x ausgeklammert werden
32 4

< X _ix+§ =0=x,=0
32 (~4

3 3 3 3 3 32
—-—=X+—=0]-— < -—X=—|'|-— | = X,=8
32 4 4 32 4 3
An den Stellenx = 0 und x = 8 befinden sich waagerechte Tangenten.

R"(x,)=R"(0) =%> 0 = rel. Min bei x, =0

R"(xz):R"(8):—i-8+§:—§+§:—§<O:>reI. Max bei x,, = 8
16 4 2 4 4
Wegen P, (818) gilt: P, (8]8)

Fur die Menge x = 8 ist die Reaktion am starksten.

| A3 | Ausfiihrliche Lésung
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c) | Bestimmen Sie den Wendepunkt.

R(X)= ERCICIN

32 8
:R'(X):—ix2+§x:> R"(x):—ix+§:>R"'(x):_i
320 4 16 4 16
R"(x)=0 ~3 4320122
16 4 4

= —ix = —§| _16 < X =4 mogliche Wendestelle
16 4 3

R™(x) =—= = R"(x)=R"(4) =—= 0 = x =X, = 4 ist Wendestelle

Wegen P, (4| 4) gilt: P, (4]4)

A3 |Ausfuhrliche Lésung

d
) R(x):—ix3+§x2
32 8
x=2:>R(2)=—i-8+§-4=—£+£=—1+E=E=125
32 8 32 8 4 45 4
x=6=R(6)= - .216+ 236 = 22008 @F 54 _27_g g
32 8 32 8 4 4 4
x =10 = R(10) = - = .1000 +3-100'= 2209390 _ 125 150 _4 o,
32 32 8 4 4

x:13:>R(13):—3—12-2197+§-169

2197 507 2197 2028 169
<~ + = + =— ~ —5,28
32 8 32 32 32

A3 |Ausfiuhrliche Lésung

d)

|
N
o
=
N
w
~
ot
o
~
oo
©
=
o
=4
=
Y
=
w
=
N

| A3 | Ausfiihrliche Lésung
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e) | Welche Bedeutung hat der Wendepunkt?

Beurteilen Sie das Ergebnis aus Sicht des Laboranten.

Im Wendepunkt ist die Steigung des Graphen am grof3ten.

Da die Reaktionsgeschwindigkeit des Prozesses Uber die erste Ableitung
R’(x) definiert ist, bedeutet das, das bei einer Menge von x = 4 die
Reaktionsgeschwindigkeit am grofl3ten ist.

P1 (0| 0) |Ohne Katalysator lauft der Prozess nicht ab. Es ist keine
Reaktion zu verzeichnen

Pwmax (8 | 8) | Bei einer Menge von x = 8 ist die chemische Reaktion am
starksten. GroRere Mengen der Katalysatorsubstanz verringern
die Reaktionsstérke.

P4 (12| 0) |Beider Menge x = 12 findet keine Reaktion mehr,statt. Die
Fir x > 12 ist die Reaktion ebenfalls Null.

Maoglicherweise wiirde der Laborant, um die grol3tmégliche Reaktion zu
erreichen eine Katalysatormenge von x = 8 zugeben.
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