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Losungen Differenzialrechnung VI

Ergebnisse:

E1l |Ergebnis

a)| f'(x)=20x*-12x* +6x-2  f"(x)=60x>-24x+6  f"(x)=120x-24

E1 |D)| f'(x)=-4x f*(x)=-12x f(x)=-24x

El |c) f'(x)=-8x°+6x—4 f"(x)=-24x"+6 f™(x)=-48x

El |d) f'(x)=2x> —3x® + 5x f"(x)=6x*—-6x+5 fr(x)=12x-6

E1L [e) 3, 3 3 3
Fx)=—x2+> S ()=
() 32 2 () 16X (X) 16
ELID f‘(x):—§x+§ f"(x):—g F (3= 0
E2 |Ergebnis

)| f'(x)=-3x"+22x-24  f"(x)=-6x+22" f"(x)=-6

E2 |b) f'(x)=2x> - 4x f(x)=6x>£4 f(x) =12x

E2 |c)

E2 |d)| f'(x)=3x*-3x~4 f'(x)=6x-3 f"(x)=6

E2 1€)| f'(x) = 4ax®+ 2bx f"(x) =12ax> +2b f™(x) = 24ax

E2 1) | £'(x)=3ax"+2bx+¢ f"(x) = 6ax +2b f(x)=6a

E3 | Ergebnis

)| f'(x)=2kx%~6kx*  f"(x)=6kx’-12kx  f"(x)=12kx-12k

E3 | b) f'(x)=%x2+2kx+k+l f"(X)=EX+2k f"'(x)zg

E3 |c) f'(x):%x2+2ax+a—% f"(x)=gX+2a f"'(x)=g
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E3 19 f'(X):EXS—ZX )= -2 () =7 x

E3 1€)| f'(t)=15t"-2  f"(t)=30t  f"(t)=30

E3 10 | f'(z)=-4,52+5z+1  f"(z)=-92+5 f"(z)=-9

E4 | Ergebnis

a)|A'(u)=u+5 A"(u)=1  A™(u)=0

E4 10) A'(u):§u2+% A"(u)=3u A"(u)=3

E4 1€)| f'(x)=10nx* -21x*  f"(x)=40nx’ —42x _f"(x)=1207x>~ 42

E4 |d)| f'(x)=1  f"(x)=0 f"(x)=0

E4 le)| f'(x)=1  f"(x)=0 f"(x)=0

E4 1) |f'(x)=1 f"(x)=0  f"(x)=0

E4[Q)[f'(x)=2 f'(x)=0) F=(x)=0

E4 |h) f'(x)=3x* +12x+12 f () =6x +12 f"(x)=6

E5 |Ergebnisse

x |4|-1]0[15 |3
f'(x) |4 |25]2|125|0,5

f(x) = 2X—%X2 =fY(x) £ 2—%x

b) | Im Punkt P(-2]-5) hat die Tangente an f(x) die Steigung 3

C) | Gleichung der Tangente an f(x) im Punkt P (2 | f(2) ): t(x)=x+1

d) | Gleichung der Normalen an f(x) im Punkt P (2 | f(2) ): n(x)=-x+5

e) | Siehe Ausfihrliche Losung

. 1

X sind die Tangenten in S; und S, orthogonal zueinander.
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Ausfuhrliche Losungen:
Al |[Ausfuhrliche Lésung
)| f(x)=5x"-4x®+3x*-2x+6
f'(x)=5-4x>-4-3x* +3-2x" - 2-1+ 0 = 20x° —12x* + 6x — 2
f*(x)=20-3x*-12-2x'+6-1-0 = 60x* — 24x + 6
f™(x)=60-2x"-24-1+0 = 120x — 24
Al |Ausfuhrliche Lésung
b) f(x)= (a2 + xz)(a2 —x2)
1. Lésung durch ausmultiplizieren (3. binomische Formel):
f(x)=a*-x* = f'(x)=-4x® = £"(x) = -12%° = f"(x) = —24x
2. Losung mit der Produktregel (aufwendig):
f(x) :(a2 +x2)(a2 —xz):> u'=2x y'=-2x
u \
f'(x)=u'v+uv'= 2x-(a2 —x2)+(a2 +x2)(—2x)
=2a’x - 2x3 - 2a’x —2x% = -4x°3
£ (x) = Z12x% = £ (x) = 224x
Al |Ausfuhrliche Lésung
C) | f(x)=-2x"+3x* —4x 2
f'(x)=-8x>+6x -4 f"(x)=-24%" +6 f™(x)=-48x
Al |[Ausfiuhrliche Lésung
d)| f(x)=0,5x* £x% +2,5x° -8
f'(x)=2x3<3x? +5x _f"(x)=6x*-6x+5  f"(x)=12x-6
Al |Ausfuhrliche L6sung
€) f(x) _ L, 3xen
32 2
f'(x) _lgei3ia0-3 .3
32 2 32 2
f"(x) 3 o034 g (x) 343
32 16 16
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Al |Ausfuhrliche Lésung

" f(x):—§x2+gx+E
6 3 2
f(x):—§x+§ f"(x)=—§ f"(x)=0

A2 |Ausfuhrliche Lésung

a) f(x)=—(x-6)*(x+1)
1. Lésung durch ausmultiplizieren:
F(x) = (X" —12x+36)(x +1) = = x* +x* ~12x° ~12x+ 36X+ 36 |
= -[X* ~11x° + 24X+ 36 | = -x* +11x° — 24x - 36
f'(x)=-3x"+22x-24 = f"(x) = —-6x+22 = " (x) = -6
2. Losung mit der Produkt- und Kettenregel (aufwendig):
f(x)=—(x-6)*(x+1) u'=2(x-6)-1=2xs12%v'=1

— ) —

u Vv

f'(x) = —[u'v+uv'] = —[(2x—12)(x+1)+(x—6)2 ~1} =
—[2x2 +2X—12X—12 + X2 —12x+36} - —[3x2 —22x+24] — _3x2+22x—24
= f"(x) =—6X+22 = f"'(x) :i

A2 |Ausfiuhrliche Lésung

b) 1.5 2
f(x):z(x —2)
1. Losung durch ausmultiplizieren:
_li o Lo, 2 _1.. 2
f(x)_§<x —2) _E(x 4% +4)_EX —2X% 42
2. bin. Formel

f'(x)=2x344x = f"(x)=6x> -4 = f"(x) =12x

2. Losung mit der Kettenregel:

f'(x):%(xz—z)2 =%~2(X2—2)-2X=2X(X2—2)=2X3—4X

fr(x)=6x" —4="f"(x)=12x

A2 | Ausfluhrliche Lésung

2 f(x)=%(x3+x—1)
oy L > 3 . 1 Wiy 3 wmioy 3
f(x)_E(Bx +1)_EX T f (x)_§=x f (x)_g
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A2 |Ausfihrliche Lésung
d
) f(x)= x(x2 —§x—4j =x3 —§x2 —4x
2 2
f'(x)=3x*-3x-4=f"(x)=6x-3=f"(x)=6
Die Anwendung der Produktregel ware hier zu aufwendig.
A2 |Ausfiuhrliche Lésung
€)| f(x)=ax* +bx*+c
f'(x) = 4ax® + 2bx f"(x) =12ax* + 2b f™(x) = 24ax
A2 | Ausfuhrliche Lésung
f) f(x)=ax®+bx*+cx+d
f'(x) =3ax® + 2bx +c f*(x)=6ax+2b f*(x)=6a
A3 |Ausfluhrliche Lésung
a
) f(x)= gx“ —2kx® + k2
f'(x)=2kx®—6kx*  f"(x)=6kx*=12kx f"(x)=12kx-12K
A3 | Ausfluhrliche Lésung
b) f(x) :lx?’ +kx® + (k1) X
k K./
Konstante
' 3 2 3 2
f'(x) = =x* + 2kx+ (K+1) - I'= = X7+ 2kx + k+1
k k Konstante
= 17(x) = Ox 42K = A " () 2 2
k K
A3 | Ausfluhrliche Lésung
c
) f(x) :lx3 fax? +(a—l)x—3
4 2
%/_—/
Konstante
f'(x) :§x2 +2ax + a—1 -1:§x2 +2ax+a—1
4 2 4 2
3 3
=f"(X)==x+2a=f1"(X)==
(x)=> (9=
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A3 |[Ausfiuhrliche Lésung

9 f(x) :2—1k(x2 —k)2

1. Losung durch ausmultiplizieren (2. binomische Formel):

f(X):i(Xz_k)z :i(x4_2kx2+k2):ix4_xz+lk
2k 2k K :
B P TS

2. Losung mit der Kettenregel (einfacher) :
. . 1 2 . 2 2 _ 2 3
f (x)_E-Z(x —k)-ZX_Ex( _k)_KX —2X
1

2
—X
k=

= 17(x) = X ~225 17 (x) -

A3 |Ausfiuhrliche Lésung

€)| f(t)=5t>-2t+5
f'(t)=15t°-2  f"(t)=30t . f"(t)=30

A3 |Ausfluhrliche Lésung

) |f(z)=-152°+252"+z
f'(z)=-4,52° +5z+1 f'(z) =-9z2+5 f"(z)=-9

A4 | Ausfihrliche Lésung

2) A(u):1u2+3u+2u+1
2

A(u)=u+5 SA"W)=1" A"(u)=0

A4 | Ausfluhrliche Losung

b) A(u):%u(u2+1):%u3+%u

A'(U) =20 + 2 = A" (U) = Bu= A"(1) = 3

Die Anwendung der Produktregel ware hier zu aufwendig.

A4 | Ausfihrliche Lésung

) f(x)=2mx°> - 7x° +E
T

f'(x)=10mx* -21x*  f"(x)=40nx®-42x  f"(x)=120mx* - 42
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A4 | Ausfihrliche Lésung
d 2
) f(x)= X% +2x+1
x+1
1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:
2 X+1)(x+1
f(x)zx +2x+1_ (x+1)(x+1) 1
x+1 X+1
f'(x) =l= f'(x)=0=f"(x)=0
2. Anwendung der Quotientenregel (sehr aufwendig):
2
f(x):LXJrl mitu=x?+2x+1=u'=2x+2
x+1
und v =x+1=v'=1sowie v? = (x+1)2 wird:
, u'v-uv' (2X+2)(X+1)—(X2 +2X+1)'1 2XX 4 Ax +2 %" —2x -1
f (X) = 2 = 2 a 2
v (x+1) (x%1)
2 X +1)°
22t ) g () = g (-0
(x+1) (x+1)" ~ = =
Die Quotientenregel sollte nur in'den'Fallen angewendet werden, wenn sich
der Funktionsterm auf andere Art nicht vereinfachen lasst.
A4 | Ausfihrliche Lésung
e 2 _
) f(x)= x> —2x+1
x-1
1. Funktionsterm durch Termumfarmung vereinfachen:
2_ X=1)(x=-1
f(x):x 2x+1:( )( ):x—l
x—1 x=1
F'(x)=1=1"(x)=0="1(x) <0
Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.
A4 | Ausfihrliche Lésung

f)

x? -4
f(x): X1

1. Funktionsterm'durch Termumformung vereinfachen:
2 _

f(x) = i (x+1)(x-1) _
X+1 X+1

f/(x)=1=f"(x)=0="(x) =0

x-1

Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.
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A4 | Ausfihrliche Lésung

9) Ax? +12x+9
f(x)= 2 =202
2X+3
1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:
f(x)= 4% +12x+9  (2x+3)(2x+3)
- 2x+3 2x +3
f(x)=2=1"(x)=0=f"(x)=0

=2X+3

Auf die Anwendung der Quotientenregel wird verzichtet.

A4 | Ausfihrliche Lésung

h) (x2 +AX + 4)2
f(x) =
X+ 2
1. Funktionsterm durch Termumformung vereinfachen:

2+ Ax+4) x+222 X 42 ,
f(x):( x4+2 4) =[( x+;J =(x+22) =(x+2)

2. Die Kettenregel anwenden:
f'(x)=3(x+2)" - 1=3(x* + 4x¥4) £ 3x° 4 12x+ 12
= £"(x) = 6x+12 = f"(x) =6

Auf die Anwendung der-Quotientenregel wird verzichtet.

A5 | Ausfiuhrliche Lésung

3) f(x)=2x—%x2:f'( )=2-=X
f(-4)=2-2(24)=242-4 fi(-)=2-1.(-)=2+2=25
2 2 2
(0)-2->/0-2 (L5)=2-15-2-0,75-125
1 x |-4|-1[0[15 |3

f'(3)=2-58=2-15=05 f'(x)[4 [25]2]125]05

A5 | Ausfuhrliche Lésung

b) f(x) = 2X—%X2 =f'(x)= 2—%x

Die Steigung der Tangente hat in x, den Wert 3

f(xo) =1(-2) =2:(-2) - 7(-2)" =5

Im Punkt P(-2|-5) hat die Tangente an f(x) die Steigung 3
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A5

Ausfuhrliche Lésung

c)

1 1
f(x) = 2x—zx2 = f'(x)= 2-2x P(2]f(2))

t(x) = f'(xo) (X = Xo)+f(Xg) mitxy =2 wird
t(x) =f'(2)(x-2)+f(2)
1‘(2):2-2—%-(2)2 =4-1=3 f'(2):2—%-2:2—1=1

:>t(x):1(x—2)+3:x—2+3:x=+1

A5 | Ausfluhrliche Lésung
d) 1 , 1
f(x):2x—2x2:>f (X)ZZ_EX P(2]f(2))
1 . .
=— — f t X, =2 wird
n(x) f'(xo)(x Xg ) +f(Xg) mit xq = 2 wir
1
. —2)+f(2
1 2 , 1
f(2)=2-2-7-(2) =4-1=3 /f(2)=27 22241
:n(x):—%(x—2)+3:—x+2+3:—x+5
A5 | Ausfihrliche Lésung

e)

4__
() a1
t(x) 25

n(x)
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A5

Ausfuhrliche Lésung

f)

g(x)=t-f(x)= 2tx—%tx2
Nullstellen von g(x):

gu)=0®2W—%W2zocw{ﬂ—%Wj:03Xfﬂk38JmO)

2t—%tx=O|—2t«:>—%tX=—2t|3(—%tjC> X, =8=5,(8]0)

Orthogonalitat der Tangenten in S; und S, bedeutet:
g'(0) ist die Steigung der Tangente t, (x) im Punkt S,(0]0)
Die Steigung der Tangente t, (x) im Punkt S, (8]0) soll zu der von t,(x)
senkrecht sein. Fir diese muss also gelten:
9'(8)= —% Bedingung fur Orhogonalitét (1)

g
g(x):2t—%¢x:>g(8)=2t—%t43=2t—4t=—2tbzw.g(o)=2t

1

eingesetztin (1): -2t= _Zit | -2t & =412 = -1} (-4) = 12 had Che i%

A5

Ausfihrliche Losung

f)

FUrt:%gilt:
-
4t
N
£(X) 2%,
(9 1
w0 A0 102 B 4 5 6 7 B9 10
t5(X) I
Lol
Sl
4
X1
X
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A5 | Ausfiuhrliche Lésung
" Fl‘th:—1 gilt:
2
5
4 e B
3
(% 2
G TN
tq (%) -1 / 3 4 5 6
to(X) i | ,,,.//
{ £
3
4
5
X
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