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Losungen ganzrationale Funktionen aus gegebenen Bedingungen |

Ausfuhrliche Losungen:

12.08.2008

Al |Ausfluhrliche Lésung

Es existieren 3 Nullstellen (Wertetabelle). 4
Der Graph verlauft von Il — Il = 1 — V.

Schnittpunkt mit der y — Achse: 3T
Py(0]1). 2T
Punktsymmetrisch zu P(0 | 1). F(x) /
Bemerkung zur Punktsymmetrie: 3% A o1
Zwei Punkte, Po( Xo | Yo ) und P1( X1 | y1) T
liegen auf dem Graphen von f(x). —2-
Liegt der Spiegelpunkt P;'( 1" | y1')

ebenfalls auf dem Graphen, so ist der X
Graph von f(x) symmetrisch

ZU Po( X0 | Yo)

A2 | Ausfiuhrliche Lésung

Aufstellen des Gleichungssystems aus den vorgegebenen Punkten:
P,(-310,5):f(-3) = -27a4 + 9a, — 3a;+a45= 0,5
P,(0]-4): f(0) = a; =<4
P;(1]-15):f() =ag+a, +a,+a, =0,5
P,(2]-2):f(2) ~ =8azy+4a,+23, +a, =-2
Wegen a, =4 'vereinfacht sich das Gleichungssystem.
-27a; +9a, -3a; = 4,5
ag+a,+ay =25

a) | Allgemeine Form der Funktionsgleichung f(x) =axx® +a,x? +ax +a,
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A2 | Ausfluhrliche Lésung
a) | Losung durch den Gauss — Algorithmus :
Berechnung der Koeffizienten:

a3 a; a4

1 1 1 25 —-30a; =-90

-90

8 4 2 211-8-1 <:>a1=E=§

27 9 -3 [451+27-I et
i —4a, —6a; = -18
1 1 1 2,5
< —4a,-18=-18
0O -4 -6 -18
-18+18

0 36 24 | 7211+9:1l | < a, :—4=2

0 -4 6 18 | 4 43-25

0 0 =30 -0 < az; =25~3=-05
Damit lautet die Funktionsgleichung: f(x) = <0,5%> + 3x — 4
Um den Funktionsgraphen zeichnen zu'kénnen, benétigen wir zu den in der
Aufgabenstellung vorgegebenen Punkten einige zusatzliche.
Diese bestimmen wir mit dem HORNER. - Schema.

A2 |Ausfiuhrliche Lésung

a) | HORNER - Schema:

-05 O 3 —4
X =2 10 2 =2

-05 ~1 71 < -6

-0,5. 0 3 4 f()
x=-1 05, (205 '-25

-0,5 0,5 2 <6,5

-05 7.0 3.0 -4
x=3 -15 45 -4,5

0,5 -15-15 -85 X
Wertetabelle: _ _
X 3 |-51-1 1o nggllttp;;\kt mit der y — Achse:
f(x)|05 |~6|-65|-4 Es existiert nur eine Nullstelle, sie liegt in
X 1 2 |3 der Nahe von x = -3.
f(x)|-15|-2|-8,5
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A2 | Ausfluhrliche Lésung

b) | Das Gleichungssystem:

f(x) = agx® + a,x? +a;x + a,

P,(-3144):f(-3) =-27a; +9a, —3a, +a, = 44
P,(-112): f(-)= -ag+a,-a,+a, =2
P;(1]0): Q@) = az+a,+a,+a;, =0
P,(2]-1): f(2) =8az+4a,+2a,+a, =-1

A2 | Ausfluhrliche Lésung

b) | Der Gauss — Algorithmus

a, a a, ag
1 -3 9 -27 44

1 -1 1 -1 20-l

1 1 1 1 0ll-I

1 2 4 ) =1 Die Koeffizienten:

1 -3 9 -27 44 az =+1

0 2 -8 26| -42]:2

0 4 -8 28 | -44|:4 a, —3a; =5

0 5 -5 35| -45.:5 <a, #3=5

1 -3 9 =27 44 & a,=5-3=2

0 1 -4 13 -21

0 1 -2 7. |-11l-d a,—4a, +13a, =21

0 1 -1 (7 [—9Iv=I o a -8-13=-21

1 -3 9 =27 44 oa, =-21+8+13=0

0 1 -4 43 -21

0 0 2+ -6{| 10]:2 a, —3a, +9a, — 27a, = 44
0 0 3 6] 12:3 ©a,+18+27=44

1 -3 9« =27 44 < a,=44-27-18=-1
0 1 —4 13 -21

O 01 -3 5 Die Funktionsgleichung:
0 0 1 =2 4Iv-ll F(x) = —x® + 2x2 —1

1 -3 9" =27 44

0 1 -4 13 -21

0O 0 1 -3 5

0 0 0 1 -1
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A2 | Ausfihrliche Lésung

b) | HORNER - Schema: 4t

-1 2 0 -1

X =-2 2 -8 416 T
-1 4 -8 15 2T
-1 2 0 -1 1T

x=15|  -15 075 +1125 | (0 T
-1 05 0,75 0125 _X o/
1 2 o0 -1 1

X=3 -3 =3 =9
-1 -1 -3 -10 ST

Wertetabelle: 4

x |-3| -2 |-1| O X

f(x)[44] 15 |2 1

X 1 15 2 3

f(x)[ 0 [0125 |-1|-10

A2 | Ausfuhrliche Lésung

b) | Schnittpunkt mit der y —'Achse: Py( 0 | -1)

1. Nullstelle wird der Wertetabelle'entnommen: P, (1] 0).

Statt Uber die Polynomdivision.kann. man die weiteren Nullstellen tGber das
HORNER — Schema bestimmen: Fuhrt man die Berechnung fur den x —
Wert einer Nullstelle durch, dann erhalt man die Koeffizienten fur das
Ergebnis der Polynomdivision.

f(x) = —x* + 2x%—1 bekannte Nullstelle: P, (1] 0)

1 200 %1
x =1 1.1 1 (—x3+2x2—1):(x—1)=—1x2+1x+1
1 141 0

o Xx?P-x¥1=0=>p=-1;q=-1=D=0,25+1=125
= X, =0,5+125~162;x; =0,5-+125 ~-0,62
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A3

Ausfiuhrliche Lésung

a)

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x? +a,

Pz(—2|0): f(-2)=16a,+4a,+2=0
57 57

P.|1|— |:f() =1a,+a,+2=—

3( |40j @ 4 Tay+ 20

Gleichungssystem

23
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Gaul3 — Algorithmus
a, a, Berechnung der Koeffizienten
164 =2 -120a, =-3 <., = v’
1 1 23 40 40
20 16a, +4a, =~2
16 4 | -2 1 12
16-—+4a,=2<4a,=2-—=-"—
40 40| —23 1-10.1| T 0 3o P2 mae e M 5
16 4 | -2 12
-120 0 | -3 S8, =N
Funktionsgleichung: f(x) = 2 ,as3.475
40 5
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A3

Ausfiuhrliche Lésung

b)

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x? +a,

p[1] 1. H() = 1a, +1a, +a, _1 Gleichungssystem
16 16 1
Py (~4]1): f(-4) = 256a, +16a, +a, = 1 16a, +4a, +ag = -2

Gaul — Algorithmus
% % & 1 Berechnung der Koeffizienten
1 1 1 — 180 1
16 1803.4:?@&4:%
1 4 16 | -2 -1 2 =
1 16 256 | 1 -1 3a2+15a4=_E
1 1 1 1 15 33
16 < 3apb—=——=
33 16 16
0O 3 15 |—— 3315 48
16 S3a,=——F———=——=-3
15 16 16 16
0 15 255 — llI-5.1 -3
16 <:>a2:?:—_1
11 1 % a,+a, +a =i
24 0 2 4 16
0O 3 15 5 S o —1+i:—<:>a 1
Al °© ""16 16 0 7
0O 0 180 |—770—
16

Funktionsgleichung: f (x) = %x“ ~x%+1
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A3

Ausfiuhrliche Lésung

c)

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* + a,x* +a,
Pl(@ | —%j : f(+/3)=9a, +3a, +a, = —%
P,(V21-2): 1(N2)=4a,+2a,+8,=-2 |=

Gleichungssystem

Gaul3 — Algorithmus

a, a, a,

1 2 4 |-2

1 3 9 |-2 |a
4

11 1 |-2 |a
4

1 2 4 |-=2

4 12 36 | -9 1-4.

4 4 4 |5 -4

1 2 4 |-=2

0 4 20| -1

0 —4 -12| 3 /.=l

1 2 4 |=2

0 4 20|+

0 0 842

Berechnung. der Koeffizienten

B

-1-5 3
SEAMEV

ay+2a,+4a, =-2

@ao—z-%m%:—z

& ag=-2+3-1=0

4 3 2

Funktionsgleichung: f (x) = %x X
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A3 |Ausfluhrliche Lésung
d)| Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x* +a,
2 Gleichungssystem
16, ). 2 3, 16 2 5
Pz(«/E ‘ ?kj. f(vk)=k agrkag ok ="k | = Ka+kay =k
1

Py (V3K | 2k):f(v3Kk) = 9K%a, +3ka, +gk = 2k 9k“a, +3ka, = Sk
Gaul3 — Algorithmus

au o’ S Berechnung der Koeffizienten

2 —
k k Ek -18 —12kaz=—4k<:>z;12=ik=1
N A2k 3
2

e 8k | ok -2 18k%, +18Ka, = 5k
18k* 18k | 5k & 18k%a,+ 6k =5k
18k> 6k | k 1-I a4=5k—6k__ 1

2

18k2 18k | 5k Y WK

0 12k | -4k
Funktionsgleichung: f(x) = (08T L 77 N

18Kk 3 2
A4 | Ausfihrliche Lésung

a)

Das Gleichungssystem
f(x) = a,x* + agx® v a,x® + agx + ag

P,(0]0):
P, (1| 2,5):
P (
P,(2]6):
(

f(0y =

f(1) =1a, +1a; +1a, +1a, = 2,5

-2|-14):f(-2) =16a, —8az + 4a, —2a, = -14

f(2) =16a, +8a; +4a, +2a, =6
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A4 | Ausfihrliche Lésung
a) | Der Gaul3- Algorithmus
a, a; a, @a
12a, =
1 1 1 1 2,5 % 6:’8 17
16 -8 4 -2 ~1411-16-1 TRy
16 8 4 2 6111-16-1 -
1 -1 1 -1 -8,51V —I
1 1 1 1 2,5 .
0 -24 -12 -18 -54 < -12a, =10+—— =44
0O -8 -12 -14 -34 a4 11
z, S a, =g o —
0 -2 0 =2|-1 ()= =12 3
Z4
1 1 1 1 2,5
0 -8 -12 14| -34ll+4-I| o 2a, =11- 227 _ 1
0 -24 -12 -18| -54Iv+12:l 3 3
1 1 1 1 2,5 Sag= %
0o 2 0 2 11 2
0O 0 -12 -6 10 5
0 0 -12 6 781V —1ll Ap¥ag+a+8,=25=2
1111 2,9 5.1 11 17 2
o 2 0 2 11 CH=STEeT T T3 T3
0 0 -12 6 10 Funktionsgleichung:
0O O 0. 12 68
f(x)= 2ya_ Lty 110 17,
3 6 3 3
A4 | Ausfihrliche Lésung

b)

f(x) = a,x*+ agx® +a,x® £ax +ag

P,(0]-4):. " f(0)=|ay =4
P,(-2]-4):
P;(2]12):

f(-2) = 16a, —8a, + 4a, —2a, -4 = -4
f(2)=16a, +8a; +4a, +2a, -4 =12

P,(1]1-25):f(1)=1a, +az +a, +a,-4=-25
P;(-1|-4,5):f(-1) =1a, —1a; +1a, —1a, = —4,5

Gleichungssystem:

16a, -8a; +4a, —2a, =0
16a, +8a; +4a, +2a, =16
la, +la; +1a, +1a, =15
la, -1a; +1a, —1a, =-0,5

Erstellt von R. Brinkmann p3_gr_fkt_031_e.doc

21.07.2008 03:22

9von 12




R. Brinkmann http://brinkmann-du.de

Seite 10

12.08.2008

A4 | Ausfihrliche Lésung
b) | Gaul3- Algorithmus
Die Gleichungen kdnnen in beliebiger Reihenfolge eingesetzt werden.
a, a; a, a
1 1 1 1 15]-2
1 -1 1 -1| -05I-2
16 8 4 2 161:2
16 -8 4 -2 0]:2 6a; =0
2 2 2 2 3 <=0
2 2 2 =2 —11-1
8 4 2 1 811 —6a, =0
8 -4 2 -1 01V -I <a,=0
2 2 2 2 3
0O 4 0 -4 -4 —4a, = +4
0O -4 -6 -7 -4ll-ll Sagz=1l
0 -12 -6 -9|-12Iv-3:-l
2 2 2 2 3 2a, +2a; =3 2a,=3-2=1
0O 4 0 -4 -4
0 0 -6 -3 0 A
O 0O -6 3 0IV—Ill Funktionsgleichung:
2 2 2 2 3 f(X)=1X4+X3—4
0 -4 0 -4 =4 2
0O 0 -6 -3 0
0O O 0,.6 0
A5 | Ausfihrliche Lésung
P,(0]0) ist Sattelpunkt =8 —fache Nullstelle
P, (310) ist einfache Nullstelle
= Ansatz: f(x) = a,x* (x=3)
P,(2]-2):f(2)=-2<a,-2°(2-3)=2< 83, =2 a, =%
Funktionsgleichung: f (x) = %xg (x-3)= %x“ —%x3
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A6 | Ausflihrliche Lésung

Achsensymmetrie = f(x) = a,x* +a,x? +a,

P, (V6 12):1(V6)=35a, +6a, +2=2 36a, +6a, =0

P (1]0,75):f(1)=1a,+1a, +2=0,75 ~ 1a,+la,=-125

a, & —30a2:45<:>a2:%=_g:£
> ° ° 36a, +6a, =0

1 1 |-125 | -(—36) 4 2 .

36 6 | O & 363, = 63, <= 6
36 36| 45 I+l o A

N @377 0%

0 -30| 45 £ = 0,25x* 15 1 2

g(x) = 0,25x2 (x2 - 6) = 0,25x* —1,5x2
g(x) =f(x)-2

Die Funktion g(x) entsteht ausf(x) durch Verschiebung um 2 LE nach unten.

A7 | Ausfluhrliche Lésung

Wir bestimmen die Funktionsgleichung fur f*(x) mit der Bedingung 3 fache
Nullstelle in x; = 0 und einfache Nullstelle’in x, = 2.

Danach verschieben wir den.Graphen um 3 LE nach oben bzw. nach unten,
denn eine Parallele zur x — Achse vom Abstand 3 kann sowohl oberhalb als
auch unterhalb der x — Achse verlaufen.

Ansatz : f *(x) = a,x° (x - 2)

Verschiebung um 3 LE nach.gben liefert: f,(x) = a,x* (x—2)+3

Verschiebung um 3 LE nach unten liefert: f,(x) = a4x3 (x—2)—3

z.B fiir a, =1gilt: f,(x) = x> (x-2)+3=x"-2x>+3
f(x)=x>(x-2)-3=x*-2x*-3

A8 | Ausfluhrliche Losung

a)| Der Graph der Funktion g(x) = —x® + 3x ist symmetrisch zum Ursprung.

Eine Verschiebung um 2 LE nach oben ergibt f(x) = g(x) + 2 = —=x + 3x + 2
= f(x) ist symmetrisch zu P(0] 2)
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A8 | Ausfluhrliche Lésung

b) | Nullstellen von f(x) = —x® +3x + 2 4
1. Nullstelle durch raten: 3+
f(2)=—8+6+2=0:>PX1(2|0) o
Polynomdivision: f(X) +

(—x3+3x+2):(x—2):—x2—2x—1 -

|
N

|
[N
o
-t

——7

w—

= x?+2x+1=0

N (x+1)2 =0 |. binomische Formel
= Xgj3 = 1= P,,/5(-1| 0) ist
Beruhrungspunkt.

f(x) >0 furl={x|-1<x<2},
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